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Wir werden im Folgenden wichtige Grenzwertsétze der Vorlesung benutzen, insbesondere:

an, + by, =, a+b
(1) a, n—o00 a A b, n—00 b — A an K A-a ()\ER)
ap b, —— a-b
%: 40, 7 (wenn b#0)
2) ¢geRA|lg/<1l = ¢ 2250 (VL 2.7)0))
(3) geRAg|<1AkENy = nF.q" 22 (VL 2.7)e))

31. (4 Punkte)
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n n—oo 3
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Nenner: ( )n Lty |
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¢) Behauptung: an = V3n.n3 122, 3
Beweis:
an = V3003 = 30 Und =3 (¢/n)’
Nach Vorlesung 2.7)d) gilt : ¢/n —2>1 = ({/n)® 22513 =1 =

1)
— 3. (/n)® 12,3

d) Behauptung: an = /20 +n2 125 \/2
Beweis:
Hier ist zu beachten, dafl die Grenzprozesse bei der Bildung der 2n-ten Wurzel
und derjenige unter dem Wurzelzeichen nicht entkoppelt werden diirfen: beide n

miissen zugleich gegen oo gehen. Wir wenden deshalb das Sandwich-Lemma der
Vorlesung ((2.5)f)) an, das besagt:

an ———a A by ———a A an <cy, <byfirallene N = ¢, ——a

Nun gilt wegen der Bernoulli-Ungleichung:
2" =(1+1)">1+n-1>n = n2" >n?
also:
2" < 2"+ n? <n2"4n2" =2n-2" =
— B WP < T = NI N

VL 1.20)e

Ferner:  X/2" = 2’\1/((\@)2)71 = 27(/(\@)2” =2

Nun besagt Folgerung 2.17) der Vorlesung:

Konvergiert die Folge (an)nen gegen a, so konvergiert auch jede Teilfolge
(ank)kEN von (an)neN gegen a.

Da aber ( 2/2n),en eine Teilfolge von ({/n)pen ist, und zudem nach VL (2.7)d)
gilt, da {/n ——» 1, folgt somit */2n ——— 1.



Also:

N V= T < WEEw < V3 Wm
| !
N N

und das Sandwich-Lemma besagt, dafl auch fiir die eingeschlossene Folge

X/2n 4 n?2 22 /2 gilt.

32. (4 Punkte)
Es seien im Folgenden a,b € R mit a,b > 0.

n mn

m ﬁ = sign(a — b)

li
n—oo

a) Behauptung:

Beweis:

1.Fall: a = b — a = b" fiir alle n c NO _ an_bn _

lim &, =0 —0= sign(a — b)

i T
n—oo @ +

2. Fal: 0<b<a = 0<i<l

E%.(l_b> 1—
‘an_bn_ an _

Dann: %5 =
+b b"
M’<1+n) 1+
a
Nungﬂt:o<g<1§>(g)”moﬁu:(g)”ﬂmio:l#oﬁ
1 1

bn
()
— a n—oo 1

T 7 =1=sign(a—b
() 1+<b> ! =0

a

3Fal: 0<a<b = 0<§<1

PP () B () et
a () ()

Nun gilt: 0 < 7 <1 (:2> (%)

0, also:

Zahler: (%)n -1 0-1=-1

n—oo

Nenner: (%)n—l—l —0+1=1

— (9)” - - = —1=sign(a—0) q.e.d.



b) Behauptung: lim {/a™ + b” = max(a,b)
n—oo

Beweis:

Es ist wieder die Koppelung der Grenziibergéinge % im Exponenten und a™ + b"
im Radikanden zu beachten.

1. Fall: 0<b<a = 0<b"<a" = a"<a"+0"<a"+a" =2d" =

1.20)e)
a = Var < Var+b0 < V2" = V2-a

! L@
a l-a=a
=  Va + b % 0 = max(a, b)
Sandwich
2.Fall: O0<a<b —= 0<ad”"<bd" = " <a"+b"<b"+0" =20" —

(1.20)e)

b = Vb < Var+br < V20 = Y200
! le
b 1-b=b

—  Ya"+ " =5 b = max(a,b) q.e.d.
Sandwich

33. (4 Punkte)
Die Folge (an)nen, sei rekursiv definiert durch:

ap=0 und apt1:=vV1+a, (n € Np).

Als wichtige Aussage benutzen wir in dieser und den folgenden Aufgaben den Konver-
genzsatz fiir monotone Folgen:

(&) Ist die Folge (an)nen, monoton wachsend (bzw. fallend) und nach oben
(bzw. unten) beschriankt, so ist sie konvergent.

a) Behauptung: Die Folge (ay)nen, ist konvergent.

Beweis:

Esistag=0, a1 =v1I+0=1, ap =vV1+1=+2usw.

Vermutung: Vn € Ng : 0 <ay, < apyq <2

Beweis der Vermutung durch Induktion:

Induktionsanfang n =0 : 0=qaqp <1 =a1 <2

Induktionsschritt n —n+1 :

Induktionsvoraussetzung: Es sei fiir ein n € Ny die Aussage 0 < a, < apy1 < 2
wahr.

zu zeigen: 0 < apt1 < Gpyo < 2

Nun ist nach IV 0 <ay, < apy1 = 0 < apy1 und es gilt:

Uty = \/1+an+11§/\/1+2:x/§<2

any2 = \/1 + an41 I?/ \/1 + an Dif Ap4-1



Also 0 < apy1 < apnys < 2 wie gewiinscht.

Damit ist die Folge (an)nen, streng monoton wachsend und durch 0 nach unten,
durch 2 nach oben beschriinkt, wegen (&) also konvergent:  a, —— G € R.
Es gilt iiberdies: Vn € Ny : a, >0 = G > 0 wegen Aussage 2.5)e) der
Vorlesung.

Behauptung;: G = %(1 +/5)

Setzen wir nyg := k + 1 so ist die Folge (an, )ken, = (@k+1)ken, €eine Teilfolge der
Folge (an)nen,, also mit Folgerung 2.17) der Vorlesung wie diese konvergent mit
demselben Grenzwert G : an41 Bt INye.

Andererseits gilt a,+1 = v/1 + a, nach der Rekursionsvorschrift, und es gilt:

n—oo

an ~=>, G = 1+a, 22514 G = Vita, =2 V1+G
Also:

an+1 = \/1+an
! !
G ? V1+G

Eindeutigkeit
des Grenzwerts

Damit:
G=VI+G &= P=1+CG <= P-G=1 = ?-2.3G+]=

=141 <= (G-1)?=% = |G-}|=3V56 = G=1+1V/5=1(1£VH)
und da (1 —+/5) <0 und G >0 muf G =1(1+/5) gelten.

Nun setzen wir ag = ¢ > 0 statt ag = 0.

Da wir den Grenzwert G = %(1 ++/5) nur aus der Tatsache, daf8 die Folge
konvergiert und der Rekursionvorschrift berechnet haben, d.h. der Rekursionsan-
fang dabei keine Rolle spielte, wird also im Falle der Konvergenz der Folge der
Grenzwert immer G = %(1 ++/5) sein. Wir miissen also nur untersuchen, wie die
Eigenschaft zu konvergieren von der Anfangsbedingung ag = ¢ abhéngt.

Untersuchen wir zunichst die Monotonie:

Ist 2> apy1 > an, >0, s0

(%) 2>\/1—|—22 > V1+ap+t1 =apt2 und

>an+1
(k%) apt2 = VI+any1 > V1+a, = apy1, also
Def. Wurzel Def.
monoton

2> api2 2 apy1 =0

d.h. der Induktionsschritt n — n + 1 beim Beweis der Monotonie klappt immer.
Wenn also zusétzlich im Induktionsanfang garantiert wird, daf§ 2 > a; > ag > 0,
so ergibt sich, daf} die Folge (an)nen, monoton wichst und nach oben beschrankt
ist. Untersuchen wir also diese Bedingung fiir ag = ¢ :

ag < ap <= c < 1+c<f0)c2§1+c — 2
(&

—c—1<0 <=

(c—3(1+VB) - (c—3(1-VB)) <0
Denn wie oben berechnet ist ja
?=c+1 <= c=$(1£+/5)), also nach dem Satz von Vieta



?—c—1=(c—3(1+V5) (c—3(1—+/5)) (siehe Satz (1.7)a) der Vorlesung.)
Nun ist ¢ > 0, aber 3(1—+/5) <0, weshalb ¢ < (1 —/5) < 0 nicht moglich ist,
also ¢ > 3(1—+5) = ¢—1(1—+/5) >0 Damit:

(c=31+V5)) (c=3(1-V5)) <0 <= c—3(1+5) <0

(Wenn ein Produkt a - b < 0, so mufl einer der Faktoren < 0 sein.)

Damit haben wir gezeigt: ag =c<a; < 0<c¢< %(1 +/5)

Es ist fiir solche ¢ aber sogar a; = v/1 + ¢ < 2 richtig, denn ¢ < %(1 + \@) =
I+e<1+i1+V5)=3B+V5) <3(B+5) =4 = a1=vVI+tec<Vi=2.
Somit gilt sogar fiir ¢ > 0

(an)nen, monoton wachsend und nach oben beschrénkt (durch 2) ﬁ
*
— ap=c<i(1+V5).
Ebenso folgt fiir ¢ > 0 :

(@n)nen, monoton fallend und nach unten beschrénkt (durch 0) ﬁ
k%

= aqp=c> %(14-\/5)
Stets also ist die Folge (a,)nen, konvergent mit dem Grenzwert G = 1(1+ V/5).

34. (4 Punkte)
Sei a >0, xg > a und x4 = % (ZL‘n + %) (n € Np).

(a) Behauptung: VneNgy : z, > a

Beweis:

Induktion nach n:

Induktionsanfang n =0 : xg > y/a > 0 gilt nach Voraussetzung.
Induktionsschritt n — n 4+ 1 :

Induktionsvoraussetzung: Fiir ein n € Ny gelte x,, > /a > 0. Dann folgt:

1 a a
Tntl = Tn+ — > Tn 7 =va
et ?( xn) AGM-Ungl. z, = Ve
Aufg. 24
Nach IV:
zn>+a>0

Man beachte, daf die Induktion nicht fiir 2, > y/a notig war, sondern nur, um die
Ungleichung vom arithmetischen und geometrischen Mittel anwenden zu kénnen,
wo gefordert wird, dafl die beteiligten reellen Zahlen alle nicht-negativ sind.

b) Behauptung: Die Folge (zp)nen, ist monoton fallend.

Beweis:
Zu zeigen: Vn € Ng @ o1 < x,. Also:

1 a a a
Tpt1 < T <D:ef> ?(xn‘FE)Sl’n — $n+ﬁg2$n < ﬁgl'n in:;(:
' nach a)
2 x>0
a <z = a<zx
- nl.QO)VLf_ "

Letztere Aussage ist nach Aufgabenteil a) immer wahr, wegen der Aquivalenzum-
formungen also auch z,+1 <z, q.e.d.



¢) Behauptung: =, —— \/a

Beweis:

Die Folge (zn)nen, ist nach Teil a) nach unten beschrinkt (durch /a) und nach
Teil b) monoton fallend, nach dem Konvergenzsatz (siche VL 2.15) oder (&) in
Aufgabe 33 ) ist sie also konvergent: Es gibt G' € R mit z,, —— G.

Zudem gilt nach Teil a) : Vn € Ny z,, > fVL2:>15) : G>+a>0.

Mit den gleichen Methoden wie in Aufgabe 33 berechnen wir nun den Grenzwert:
Die Teilfolge (2p+1)nen, von (2 )nen, konvergiert ebenfalls gegen G ( VL 2.17)a) ),
und nach den Rechenregeln fiir Grenzwerte folgt:

By XL G A ) = 4 T %(anrL)m%(GJr%),

 on G n
also:
Tn+1 - % <xn + %)
! !
_ 1 a
G : i (G + G)
Eindeutigkeit
des Grenzwerts
Also gilt:
1 a — a _a 2 _
G_2<G+G)<:>ZG_G+G<:>G—G<:>G aﬁG Vva
q.ed

35. Seia>0,20>0,keN, k>2 undxnﬂzij((k—l)mn—i—kal) (n € Np)
T

n

Behauptung: lim z, = {/a
n—oo
Beweis:

Zunichst gilt Vn e Ny @ x, > 0.

Induktion nach n:

Induktionsanfang n = 0 : klar, da xg > 0 vorausgesetzt wurde.

Induktionsschritt n —n+1 :

Induktionsvoraussetzung: Es sei fiir ein n € Ny z,, > 0 wahr. Dann folgt mit k£ > 2 :

(k— 1)z, >() und k T >0 = zpq1 = %}((k,‘—l)xn+£_l> >0 gq.ed.

k Summanden

Damit sind z,, > 0 und 1 > 0, d.h. mit der AGM-Ungleichung aus Aufgabe 24
zk

n

folgt:
t’En-I—l:li((k—l)xn_‘_kal) > Ln *Tp - T lcafl:kwﬁl ka;l:f/&
x, AGM-Ungl. %,_«( ; Ty, Ln
k—1)mal

Also gilt: VneN: z, > {a (*)



Insbesondere folgt 1 > {/a , so dafl man sich auf den Fall xy > /a beschrénken kénnte:
Man lasse einfach den ersten Iterationsschritt aus und starte mit der Rekursion bei x1
statt bei xg. Dies entspricht dem Ubergang zur Teilfolge (x,)nen, die aber dasselbe
Konvergenzverhalten zeigt wie die Folge (z,)nen, selbst.
Nun zeigen wir ganz analog zu Aufgabe 34, daf die Folge (xy,)nen, monoton fillt und
berechnen wie dort den Grenzwert.
Es ist nach eben Vn € N : z, > ¥a > 0.
Zu zeigen: Vn e N : xp1 <z .
Nun gilt aber:
0< 2y <xp <= O§$n+1:]1;<(k—1)$n+k?_l) <z, —

Def. Ty,

= 0<(k—Dan+ 25 <k an = 5 <z, =
2 T

n n

_ x>0
— a<az,-2il=2F = VYa< {/2k=un,
da zE=1>0 Wurzel
n monoton

und das wurde oben in (x) bewiesen. Also ist die dazu dquivalente Aussage zp+1 < xp,
ebenfalls wahr und die Folge (z,)nen damit monoton fallend. Zudem ist sie mit z,, > {/a
fiir alle n € N auch nach unten beschréinkt, so dafl mit der Aussage {iber die Konvergenz
beschrinkter monotoner Folgen aus Aufgabe 33 (&) bzw. Vorlesung Satz 2.17) folgt: Es
gibt ein g € R mit z, —— g.

Bleibt die Bestimmung von g.

Wieder betrachten wir die Teilfolge (zy4+1)nen der Folge (x,)nen, die wie diese gegen
den Grenzwert g konvergiert (VL Satz 2.17) ). Andererseits:

Tpil = % ((kz — 1z, + 561?1) und

Ty —25 g = (k- 1)z, —25 (k—1)g und 2F~1 222, g1 £ —

e ka—l n—0o0 gka—l ﬁ Il~c<(k_1)x”+$lg—1>m)]1€((k—1)g+g;?_1)

Also wieder:

Tn+1 = % <(k —Dxp + xl?—l)
] !
g S L ()

T
Eindeutigkeit
des Grenzwerts

Somit gilt fiir den Grenzwert g die Beziehung
1 a
9=z <(k_1)9+gkl>

also:
9=1 <<’f—1)9+131> = kgt =(k-1)g-¢" ' +a=(k-1)¢"+a <=
g kegh=1

= gf=a = g=V¥a q.e.d.



