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Analysis fiir Informatiker und Statistiker

Aufgabe 21 (4 Punkte)

(a) Seien ¢,r € R, ¢ # 1 und die Folge reeller Zahlen (ay,)nen, rekursiv definiert durch ap € IR
und ap4+1 = gan, +71 (n € Ny). Zeigen Sie:
n

—1
a T (n € INg) .

Qp = qnao +

(b) Seien (gn)new, und (rn)nem, Folgen reeller Zahlen und (ay)nen, rekursiv definiert durch
ag € R und ap+1 = qnan + 7, (n € Np). Zeigen Sie:

n—1 n—1 n—1
an_<HQi>aO+ IT @] (nelNo.
i=0 k=0 \i=k+1

(c) Folgern Sie (a) direkt aus (b).

Aufgabe 22 (4 Punkte)

Sei p eine Primzahl. Zeigen Sie den kleinen Satz von Fermat durch vollstdndige Induktion:

n? —n ist durch p teilbar (n € IN).

(Hinweis: Binomischer Satz; Teilbarkeit von (Z) durch p fir k=1,...p—1.)

Aufgabe 23 (4 Punkte)

Seien f,g : I — IR lipschitzstetige Funktionen auf dem Intervall I, A € IR. Zeigen Sie die
Lipschitzstetigkeit fiir folgende Funktionen:

(a)  Af(z) (zel),

(b)  flx)+g(x) (xel),
()

(d)

f(z)-g(x) (x €J), falls J beschrinktes Teilintervall von I ,

go f, falls f(I) C I.

Bitte wenden!



Aufgabe 24 (4 Punkte)

Zeigen Sie schrittweise die Ungleichung vom arithmetischen und geometrischen Mittel:

1
Var-a, < —(ar+...4+ap) (a1 >0,...,a, >0,n€N,n>2),

3

worin Gleichheit genau dann eintritt, wenn a1 = ... = a,.

(a) Beweisen Sie zunichst die Ungleichung fir n = 2.
(b) Zeigen Sie unter Verwendung von (a), dass die Ungleichung fiir 2n gilt, wenn sie fiir n gilt.

(c) Zeigen Sie, dass die Ungleichung fiir n — 1 gilt, wenn sie fiir n gilt und n > 3 vorliegt.

(Hinweis: Wihlen Sie a,, = ﬁ(al + ...+ ap—1), sofern mindestens ein a; > 0.)

Aufgabe 25*

Zeigen Sie mit der Methode des Koeffizientenvergleichs folgende Beziehungen:

(a) (Z)+(kfl>:<”ll> (k,n € Ng, 1 < k <n)
(Hinweis: (1+2)- (14 2)" = (1 4+ 2)"+)
" (n ? 2n>

b =

v 50 =

(Hinweis: (1+2)" - (1+2)" = (1 +z)*")

(© > <pilk> <Z> = (m;n> (m,n,p € No, p <m, p<n)

k=0
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