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21. (4 Punkte)

a) Seien q,r € R, ¢ # 1 und die Folge reeller Zahlen (ay,)nen, rekursiv definiert durch

’l) ag € R
1) ap+1 = qan + 7 (n € Np).
Dann gilt:
n qn —1
VneNy: ap, =¢q"ap+ 17“
Beweis: Mit Induktion nach n:
Induktionsanfang: n = 0 ¢ap + q 11r =1-q9+ 1—% = ag

Induktionsschritt n+—n+1: Sei a, = q"ag + q 1r fiir ein n € Ny wahr.

Zu zeigen ist, daB dann  a,41 = ¢"lag + %1171-
Es gilt:  anq1 = qan + 1
n
I —1
;/ q.<q”a0+q r>+r
q—1
. (o™ — 1 1
it ongo (" =1 L a-1
erweitern q — 1 q— 1
n+1l -1
— qn—l—lao + q q + q r
qg—1
n+1l 1
q—1

b) Seien (gn)nen, und (7,)nen, Folgen reeller Zahlen und (ay,)nen, rekursiv definiert
durch:

i) ap € R und
i) Apt1 = qnan + 1 (n € Np).
Dann gilt:

n—1
VneNy: ap= <qu> ao+z< H )
= i=k+1
Beweis: Induktion nach n € Ny

0—1
Induktionsanfang n =0 : (H qz> ag + Z ( H ) r a0+ 0 =ag

i=k+1

=1 =0



Induktionsschritt n—~n-+1:

i=k+1

n—1 —
Induktionsvoraussetzung:  Fiir ein n € Ny gelte: a,, = ( IT q,-> ap+ Z < I @
i=

Dann folgt:

Qn+41 = Qnan + Tn

* o | (M) (1)

n—1
distr.
= (HQZ>GO+Z(]11'< )m+rn
1

+7Tn

i=k+
n n
= <qu-> ao+z< 11 %) rk+z< 1T q@->- Tk
i=0 k=0 \i=k+1 k=n \i=k+1 e
= ﬁ ¢i=1
i=n+1

()

i=k+1

b
denn fiir das riicklaufige Produkt (d.h. b < a) gilt ][] ¢; = 1 und analog fiir die

1=a
b
riickldufige Summe Y ¢; = 0.
1=a
Nun ist (a) direkt aus (b) zu folgern, d.h. es ist die rekursive Folge in (a) als
Spezialfall von (b) nachzuweisen und zu zeigen, dafl das Ergebnis in (a) aus dem
Ergebnis in (b) hervorgeht.
Zunéchst bekommt man die Folge in (a) durch die Setzung:
qn :=¢q (d.h. die Folge (gn)nen, ist eine konstante Folge)
rp =7 (d.h. auch die Folge (ry)nen, ist konstant).

Aus (a) erhilt man:  a, = ¢"ap + q 11r
n—1
und aus (b) folgt: ap, = <H qz> ap + Z ( I1 %) Tk
k=0 \i=k+1

Zu zeigen ist nun, dafl beide Formeln tatséchlich gleich sind. Das sieht man so:

a, = (Hq>a0+z @;_)/ .

n Faktoren n—1—k Faktoren

n—1
_ qnao + Z(qnflfk . T’)
k=0

>m



n—1
— qna0+ (Z qn—l—k> r
k=0
() n SR
= "at+ | > q r
n—1—k=0
-1
l:=n—1—k n ] !
= q ap+ q|r
=0
geom.éumme nao L qn _117‘

Dabei gilt (x) aufgrund folgender Indextransformation:
0<k<n—-1<=0>-k>—-(n—-1)<=n—-1>n-1)—k>Mn-1)—(n—1)=0
d.h. wenn k alle natiirlichen Zahlen zwischen 0 und n — 1 durchlduft, so durchléuft
n — 1 — k ebenfalls alle natiirlichen Zahlen zwischen 0 und n — 1, nur in der umge-
kehrten Reihenfolge ( was wegen der Kommutativitit denselben Wert ergibt).

22. (4 Punkte)
Sei p eine Primzahl. Dann gilt

VneN: nP —n ist durch p teilbar (d.h. es gibt ¢ € Nmit n? —n=gq-p)

Dabei waren als Hinweise gegeben:

(¥)  Binomischer Lehrsatz
(#%) V1<k<p: pteilt (}), dh.p-py= () fir ein p, €N
Beweis: mit vollstdndiger Induktion:
Induktionsanfangn =1 : n?P—-n=1P—-1=1—-1=0=0-p, also p teilt 0 =nP —n

Induktionsschritt n — n+1 :

Induktionsvoraussetzung: Es gelte fiir einn > 1: p teilt n? —n, d.h.p-v, =nP —n
fiir ein v, € N.

Dann folgt:

. p
(1) = (n41) Pz ls $ @nklp—k P
k=0



p—1

(%%)

= pvnt Y poppnt
k=1

p—1

distr.

= b- (Vn + § pknk>
k=1

g

eN

Beweis des Hinweises (s:):
Behauptung:

p Primzahl —=V1<k<p—1 : pteilt <z>
Zunéchst ist eine Primzahl p € N definiert durch: p > 1, und die einzigen natiirlichen
Teiler von p sind 1 und p selbst.

Beweis mit Hilfe der Existenz und Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung fiir jede naiirli-

che Zahl:
|
Vi<k<p-1: (1) = m — pl = (D)k!- (p — k)!, also taucht p als

Faktor in der linken Seite p! auf, d.h. p teilt p! , ist also Primfaktor auch der rechten
Seite (P)k!- (p — k)!', wobei nach Vorlesung (7) € N ist.

Da aber p weder in k! noch in (p — k)! als Primfaktor auftreten kann (es ist ja fiir alle
1 <j <k wegen k < pauch j < p, d.h. p teilt keines dieser j und ist damit auch kein
Element der Primfaktorzerlegung des Produkts 1-2---k = k! ; wegen p — k < p (da
k > 1) ist p aber auch kein Teiler von (p — k)! mit derselben Argumentation), mufl der

Primfaktor p vom Faktor (Z) des rechten Produktes beigesteuert werden, weshalb also
folgt: p teilt (¥) .

Dieser Beweis benutzt aber Aussagen iiber die Primfaktorzerlegung, die in der Vorle-
sung nicht bereitgestellt wurden. Deshalb fiir interessierte Horer ein weiterer Beweis,
fiir de wir erst einige zahlentheoretische Aussagen herleiten:

(1) (Division mit Rest) Zu je zwei natiirlichen Zahlen a,b gibt es natiirliche Zahlen
g und r mit der Eigenschaft:

b=ga+r und 0<r<a

(2) Ist p Primzahl und p kein Teiler von a € N, so gibt es ganze Zahlen «, 3, so daf§
l=a-a+p5-p.
(3) Ist p Primzahl und gilt: p teilt ab fiir a,b € N, so folgt: p teilt a oder p teilt b.

Wir beweisen:

Zu (1):

Wir definieren die Menge M :={b—n-a|(ne€Ng) A (b—n-a>0)}5b=b—-0-a,
d.h M # () und M C Ny, also besitzt M ein Minimum r € M mit r € Ny. Ist nun
r =b— qa fiir ein ¢ € Ny (denn r liegt ja in M), so ist b — (¢ + 1)a < b — ga = r, und
weil r das kleinste Element in M ist, kann b — (¢ 4+ 1)a nicht mehr in M liegen, es muf}
also b — (¢ + 1)a < 0 gelten, d.h. r = b — qa < a. Damit ist schon alles gezeigt:
b=gqga+ (b—qa) =qga+r mit 0 <r <a.
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Zu (2);

Sei nun p Primzahl und a € N mit p kein Teiler von a. Wir definieren wieder eine Menge
M = {zp+ya € N | z,y € Z}, und es ist natiirlich wegen p =1-p+0-a p € M.
Damit besitzt M wieder ein Minimum 5 € M mit 5 € N. Sei j = xp + ya mit z,y € Z
geméf der Definition von M. Dann ist j > 1 und die Aussage (1) liefert, daf es ¢, € N
gibt mit 0 < r < j und p = ¢gj + r. Dann folgt aber:

. Def. vonj
p=4q +r = q(zp +ya) + 7 = xqp+yqa+r = Ng > 7 =p—yga —xqp =

(—yq)a + (1 — zq)p. Falls nun sogar r € N Defyop M- ¢ M, und das ist ein Wi-

derspruch, da ja r < j = min(M), und wegen r € M folgen wiirde r < r. Also ist
r<1/\7“20:>r:0:>p:qug>mj:1\/j:p;daabernach(1)auch
a=qip~+ s mit ¢,s € Ng und 0 < s < p existieren, und s # 0, da p kein Teiler von a,
folgt N> s =a— qp = s € M, also gibt es in M ein Element kleiner als p, so daf} p
nicht Minimum der Menge M sein kann = j # p = j = 1. Also ist 1 = xp + ya eine
Darstellung wie behauptet.
Zu (3):
Das folgt nun unmittelbar aus obiger Behauptung: Es teile namlich p das Produkt « - b,
und es gelte p teilt nicht a, dann ist zu zeigen: p teilt b. Da aber p a nicht teilt, liefert
(2),daBes a,f € Z gibt mit l = a-a+p-p=1-b= (a-a+S:p)-b=a-ab+F-pb. Da
aber p ein Teiler von ab ist, d.h es ein ¢ € N gibt mit ab = pq, folgt b = agp + fpb =
b=p- (ag+ pb), d.h. p teilt b wie behauptet.
Damit folgt aber die Behauptung iiber die Binomialkoeffizienten:

| . .
Vi<k<p—-1:(})= —k!-(]])l—k‘)! —pl = (}) - k- (p—k)! = p teilt cinen der
Faktoren des rechten Produkts. Da aber fiir alle 1 < 5 < k gilt, dafl j < k < p, kann
p kein Teiler dieser j sein und ebenso wenig ein Teiler der ¢ mit 1 <7 < p — k < p,
weshalb mit (3) folgt: p teilt (}) q.e.d.

(4 Punkte)
Fiir zwei lipschitzstetige Funktionen f,g : I — R auf dem Intervall I und A € R gilt,
dafl auch folgende Funktionen lipschitzstetig sind:

a) AMf(z) (zel)
denn: Zunéchst die Definition:
f lipschitzstetig <= 3L >0V x,y e l: |f(x)— f(y)| < L-|x—1y| (%)

Dann gilt fiir alle z,y € I:
(Af(@) = Af)l = [A(f(z) = ()l
= A f(@) = Fy)l

Al- L+ |z =yl
(A +1)- L-|z—y|
N———

=11

und fiir dieses Ly gilt L; > 0.



b) Es gelte nun fiir die Funktion g:
AM>0Va,yel : [gx)—gly)| <M [z —y|  (+x)

Dann folgt fiir alle x,y € R :

[ [f(@) = F(y) ] =T9(z) = g(y) ]|
[f () = FW)] + lg(z) = g(y)]

[ f(x) —g(x) | = [fy) —9(y) ]|

cIA

>
|
5

.

,\
FINE
x

L-lz—y|l+M-|z—y|

—

(L+ M) |z —y|
——

=11

Dabei ist L1 = L + M > 0 wie gefordert.

c) f(x)-g(x) mitx € J, wobei J ein beschrinktes Teilintervall von I.
J beschriankt bedeutet, dafl es ein R 5 ¢ > 0 gibt, so daf§ J C [—¢,¢], d.h. |z| < ¢
fir alle z € J (%% x).

Damit sind aber sogar die Funktionswerte von f und g beschréankt, denn es gilt:
Sei xg € J fest (aber beliebig) gewihlt. Dann gilt:

[f@)=1f(xo)l < [[f@)] = [f(zo)]l

< [f(z) = f(z0)|
A-Ungl.

< L-|z— =

()

< L (Jz]+ |xol)
A-Ungl.

< L-(c+c)

(s

= 2c- L

Also:
Vaezed: |f(x) <|f(xo)|+ 2cL (%) und analog
Vaed: [g(@) <lglzo) +2cM  (dodb)

Damit folgt die Behauptung:
Seien z,y € J =

|f(@)g(z) — fWew) = [f@)g(z) — f(2)g(y) + f(2)g9(y) — f(¥)g(y)]
= [f@)(9(@) —g))+a)( f(x)— f(y))l
< |f@)(g(@) =gl + gy flz)— fy) )l
A-Ungl.
= [f@)]lg(z) — g+ lgW)||f (@) = f(y)]



[f (@) - M-z =yl +]9(y)]- L- |z -yl

(%) (xx)

(If (o) +2¢L) - M - & — y[ + (Ig(wo)| + 2¢M) - L - | — y|

I fiAe ZIA

[f(zo)| - M +2cLM + |g(xo)| - L+ 2cML | - |z —y|
[|f(zo)| - M+ |g(zo)| - L +4cLM |- |z —y]

=11

und wieder ist L > 0 erfiillt q.e.d.
d) gof, falls f(I)CI
Denn es gilt fiir alle z,y €I :

[(go @) —(go /| = l9(f(@)) —g(f(v))l
(E) M- [f(z) = f(y)]

M- L |z —

(% \:Ll,l Y|

und es ist wie gefordert L > 0.

24. Zu beweisen ist die Ungleichung vom geometrischen und arithmetischen Mittel, d.h.

1
Vay - an < —(a1+ ...+ ap) (ap >0,...,a, >0, n €N, n>2) (%)
n
mit Gleichheit genau dann, wenn a1 = a9 = ... = a,

a) Zu beweisen ist der Fall n = 2, d.h. fiir allea > 0, 5> 0: vab < 3(a+1b)
Seien also R 3 a,b > 0. Dann gilt:

\/%S%(aer) —  2Vab< (a+b)

— 0<a—-2-Vab+b
20 i Javb+ Vb

b>0

Binom. LS ( Ja— \/5>2

und die letzte Ungleichung ist immer wahr, somit auch die erste (Aquivalenzum-
formungen).
Ferner gelten die obigen Aquivalenzen auch mit dem Gleichheitszeichen, d.h. es ist

\/%:%(a+b)<:>02(\/‘—\/5>2<:>\/5:\/52’b:29a:b

d.h. die Gleichheitsaussage stimmt ebenfalls.



b) Behauptung: Gilt die Aussage (*) fiir ein n € N, so gilt sie auch fiir 2n.

Beweis:
Seien ai,ao,...,as, > 0. Zu zeigen ist: Z/ay - - as, < %(al + ...+ ag)
Nun gilt aber die Aussage fiir je n nicht-negative reelle Zahlen, also:

ay,...,ap >0 = Yara, < ifai+... +a) } ()
Ungly---r02n >0 = Yapi1 aon < 2(apg1 + ...+ azn)

Man setze nun « := %(al +...4+ay) >0und g := %(an_i_l +...+az,) > 0und
wende die Aussage a) auf o und /3 an:

QV(al...an.an+1...a2n) — \/(L/(al...a,n.an+1...a2n)

1 1
(H(‘” +oFan) + (A a2n))

= %(al—i-...—kagn)
Zur Gleichheitsaussage:
Wenn Gleichheit gilt, d.h. nach oben
(@ an) (s o) = vVa B = Ha+ ) = (a1 +... +a2) (),
so folgt aus Aufgabenteil a) insbesondere, dafi a = .
Falls es ein 1 <4 < 2n gibt mit a; = 0, so {/a1 -+ a, = 0 oder Yani1-az, =0,
also wegen (&) a =0 oder f=0=— a = =0 und damit wegen der Giiltigkeit
der Aussage fiir n: a3 =as =...=ag, =0.
Falls alle a; # 0, 1 <14 < 2n, gilt:
0< /a1 -ap, <aund 0 < api1-as, < = 0< ¥/ay--az, < aff. Wenn
nun {/ar---a, < «, so wiirde folgen: 0 < /a1~ ap © Y1 a2, < aff, im
Widerspruch zu (&). Also ist {/ay; - a, = a und Ya,11-- - a2, = 3, und damit

wegen der Giiltigkeit flir n: a1 =... =ap A apy1 = ... = ag, = afl =" =

ai>0
ﬂn:a2+1ia1:an+1$
ap=...=ay, q.e.d.

Behauptung: Gilt die Aussage () fiir ein n € N mit n > 3, so gilt sie auch
fir n — 1.

Beweis:
Seien nun ay,...,a,—1 > 0 mit n > 3, und man definiere a,, := ﬁ(al—i—. ctan—_1).
Dann sind aq,...,anp—1,a, > 0 und die Giiltigkeit der Behauptung fiir n liefert:
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IN

1
Vai:--an E(a1+"'+an)

1
= E (a1+...+an_1)+an

=(n—1)an

= %((n — Dan + an) = ay,

pot.
= ai - cap < ap

(%% %)

Falls nun a,, =0, d.h 0 < %(al +...+ap—1) =0, so folgt, weil alle a; > 0 sind,
daBa; =0fiiralle 1 <i<mn,dh "V0---0=0<0=-250+...40).

Falls a,, # 0 kann man in (* % %) durch a, kiirzen , d.h.

ar...-ap<a) = aj .. an1<a”1:>

AT € an = (@ )

Zur Gleichheitsaussage:

Ist »V/a1—~~ap_1 = ﬁ(al +...4+ap—1) =an, so auch aj ---ap_1 - ay, = a’, d.h.

Yai - an, = %(al +...+ap_1+ay) = a1 =...=ap_1 = ay , da die Aussage
(%) ja fur n gilt, d.h insbesondere a1 = ... = a,_1 q.e.d.

n n n-+1
= < k<
() (2 )= (T et 1<ken
Bewelis:

Der Beweis war mit der Methode des Koeffizientenvergleichs (siehe Vorlesung Satz
(1.7) ) fiir Polynomfunktionen zu fithren. Als Hinweis war (1 + z) - (1 + )" =
(14 x)"*! gegeben.

Der Binomische Lehrsatz angewandt auf den Hinweis liefert:

(+2) (142 = <1+x>.i(’;>xk.1n—k

k=0

0 £

k=0

= ()
_ i(:)ﬁ + :Zi<k711>xk

k=0

Indextransformation

0<k<n&1<k+1<n+1



Andererseits ist

n+1
(1+z)" = Z(nzl)xk

k=0
n
(e (e (e
0 Pt k n+1

Durch Koeffizientenvergleich folgt also:

n n n+1
< k< : = .e.d.
V1i<k<n (k:)+<k1) < k ) q.e.d

(- (0)
= (n/E Nb)
— k n
Mit dem Hinweis: (1+z)":(1+2)" = (1+)?" und dem Binomischen Lehrsatz folgt:

2n m
Z( )xk BLS (1+1:)2"
k
k=0
= (142" -Q1+z)"

* (B0 (5
distr Z(Z <">x .
)

.

k=0 5=0

.

k

0 j=0

II=

I
1Nl
3
N
> 3
TN —— S

0 ()

Dabei werden in (%) alle Exponenten von z mit gleichem Wert [ gesammelt, d.h.
alle 0 <k <nund 0 <j <n mit [l =k + j zusammengefaflt.
Wegen 0 =040 < k+ j < n+n = 2n durchliuft dann [ alle natiirlichen Zahlen

=0 0<k<n
SS
k+j=

10



zwischen 0 und 2n.

Wir vergleichen nun die Koeffizienten des Terms ™ in beiden Darstellungen:

(-2 GC)

0<jZn
k+j=n

Der Koeffizientenvergleich liefert dann

wsiza (1)-£0)(")

Wegen 0 < k<n Ak+j=n=—=0<j=n—k < nistjdurch k eindeutig
bestimmt und es folgt:

G- (6" ()

E(TI0-(07) mnenrznren

p

7=0 k=0
A (T ket
= . €T
O;m <J><k>
0<k<n
0 m\ (n
DN 2’
= | = (J)(k)
0<k<n
Jj+k=p

Dabei wurde in (%) wieder wie in Teil (b) nach gleichen Exponenten von x zusam-
mengefaflt.
Ist nun p < m und p < n , so folgt mit Koeffizientenvergleich:

("= 2 ()6)

Jjt+k=p

11



Wegen 0 < k <n und 0 < j < m folgt fiir die Indizes der Summenbedingung;:
k+j=p=—=k=p—j<p—0=p und

k+j=p=j=p—k<p—-0=p, also

0<k<p und 0<j5<p und k+j=p,dh jist dwwch kalsj =p—k
eindeutig bestimmt und die Summe lautet:

()= 2 G0 -2 00"

0<k<n
Jj+k=p

q.e.d.
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