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51. (4 Punkte)

(o)

Im Folgenden werden die Konvergenzradien der Potenzreihen Zakxk bestimmt:

k=0
1Y
B h t . Mt = lt
(@ Behauptungs - Mit a:= 9273 ° "
die Potenzreihe k(:—)l hat den Konvergenzradius R =1 .
k=0
Beweis:
k+1 1
Mit Quotientenkriterium: Zl = ) -1 — — 1 } HV:>:1 )
1 1
R=———=-=1
.| Gk+1 1
lim
k— o0 ay
Mit Wurzelkriterium: V]a| = D" _ 1
T T

Nungilt: VkeN : k<k+1<k+k=2k =
vk < Vk+1 < V2k = V2 Vk

k—)ool ik—)oo

1 1
also folgt nach dem Sandwich-Lemma:
1 1
Vk+l —s 1 = R= ————— = — =
k=0 limsup Via,] 1

k—o0

(b) Behauptung: Mit a; := (K> + 1)3**! gilt:
N 1
die Potenzreihe Z:(k3 + 1)3*! hat den Konvergenzradius R = 3

k=0

Beweis:

Quotientenkriterium:

ao| (Ce+ 17 +1)-392 ((k+ 1) +1)
a (k3 +1) - 3k+1 K +1




1V 1
_kﬂ«1+%)+%ﬁ.3 (407 +0
i kg(1+l) o 1+0 )

3
s R- 1 1
limsup V] 3
k—o0
Waurzelkriterium:

Nad= Ve +1-V3-3k=ViB+1-3-3
Nungilt: VkeN : B<P+1<kBP+8 =2 =

Ve < w1 s V=2V

Koo J{k—)oo
1 1
TSI T —— 1 = (=145 3111323 =
1 1
R= ——— ==
limsup Vla| 3
k— o0

(c) Behauptung: Mit g := k* gilt:
die Potenzreihe Zkk hat den Konvergenzradius R =0 .

k=0
Beweis:
Quotientenkriterium:
1| k+ DY (k+ DF k+1)\
= = ck+ 1) =({——] - k+1)=
@ i T ( ) k ( )
1\ 1 1 et
:(1+—) (k+l)— e-0=00 (dae>0) — R=———=— =
k k—oo li gy co VL
k— o0 ay
Wurzelkriterium: . |
W:W:k—)oo - R:—:— Vge
k k— o0 hm Sup W OO oben
k— o0
kk
(d) Behauptung: Mit g, := o gilt:
! o |
die Potenzreihe Z— hat den Konvergenzradius R = —
k:O k! e
Beweis:
Quotientenkriterium:
G| _ kD KR+ D k+1k(k+D I
ap | (k+ D! kK Kk k+1D! \ & k+1




1\f 1 1
=1+-)| — e = R= —— = —

k] k- .|k e
lim |—
k—oo | ay
Wurzelkriterium:
. _ [k k
Vk! 1 k
Nun gilt nach Aufgabe 38)0) : — —— - = — ——e¢ =
k k—o0 e 1/k‘ k—o0
1 1
— R - Y = -
limsup Vi e
k—oo

52. (4 Punkte)

(a)

(b)

— (m + k
Behauptung: Fiir m € N, hat die Potenzreihe Z(m r )xk den Konvergenz-

k=0
radius R=1.
Beweis:
Hier ist m+k (m+k)! (m+k)!
ar = = =
¢ k k-m+k—k! k' -m!

Dann liefert das Quotientenkriterium:

:(m+(k+1))!_ k!-mf_m+k+1 m_ . 1
(k+ D! -ml (m+k)! k+1 k+1 k=00

(denn m € N, ist konstant).

Ay 1

(273

Behauptung: Fiir jedes m € N, gilt:
1 S(m+k\
W—Z( k )X (|.X|<l)
k=0
Beweis:

Durch Induktion nach m € N,

(o0

Es gilt fiir beliebige absolut konvergente Reihen Zczk und Zbk , dal} das soge-

k=0 =
nannte Cauchyprodukt der beiden Reihen ebenfalls absolut konvergiert, d.h.

$o) (515l o
n=0 \ k=0
Induktionsanfang m =0 :

) 1 3 geomwk_wk (0K
VXGR.|X|<1:>(1_X)O+1_1_)5 Reihe ZX_Z(k) Z( )

k=0 k=0 k=0

g.e.d.



Induktionsschritt m - m+ 1

Induktionsvoraussetzung:

1 o (m+ k
Es gelte fiir ein m e N : m:;(’”k )xk (lxl<1).

Dann folgt wegen der absoluten Konvergenz der Potenzreihen:
geom. Reihe

Reih — T
1 _ 1 1 ko?llleerg. > (m+ k X - 3
-2 (-0 T-x W (;( k )x] [kZ; J(—)
= ag = bk
_wn _wnm+kk_k_
_Z[Zakbn—k)—Z( ( X )X_Xn )_
n=0 \k=0 n=0 \k=0 —_ )
=x"
_ i [i(m;—k)) = i(m+n+ l)x" Index
n=0 \ k=0 =0 n umbenennen
— ——
_ (m+n+1)
Aufg. 26b n
- (m+k+ 1) L
S
k=0
N 1
= Z((m+ )+k)xk g.e.d.
k=0 k

53. (4 Punkte)

Fiir die folgende Aufgabe brauchen wir einige Aussagen der Vorlesung iiber Grenzwerte:

(o) Ist f : D — R eine Funktion und sind a, G € [ —o0, 00 |, so ist der
Grenzwert G von f bei a definiert durch:
limf(x) = G = Fir jede Folge (x,)en mit x, € D und
xx:a—> a gilt,dal f(x,) — G .
Dabne_iw&/ird vorausgesetzt, dariS_);ne solche Folge existiert.

(B) Istzusitzlich a € D, so heilt f stetigina }Cl_rg f(x) = f(a)

(y) Seien a>1, >0 dann gilt:
1

O<x, —> 00 = —a" ——
n—oo n—oo
n

) keNy a>1 und (x,),en eine Folge mit x, —— —c0 —

n—oo

*a" —— 0
n—oo

(€) a>1, B >0 und (x,).en eine Folge mit x, —— o0 —

log, () . o
_—
)Cﬁ n—00
(¢) Fiir Folgen (a,)ueny und (b,)peny mit a, —— oo und b, —— —o0

gilt: a,b, —— —o0

n—oo



(a)

(b)

Lot — xe™ Lle¥ — xem

Behauptung: limf— =1 und Ilm->‘—"-—=1
x—0 ;ex + xe™* x—00 ;ex + xe™*

Beweis:

Sei zunédchst x # 0 . Dann:

1,x _ -X ¥.(x_2—x) X 2 —x

xe xe e x-e _ et — x‘e

le* + xex % (e + x2e7¥)  er+ xre”

Nun ist nach Vorlesung (4.3) die Exponentialfunktion auf ganz R stetig, ebenso alle
Polynome sowie Summen und Produkte stetiger Funktionen. Damit sind die Funk-
tionen g(x) := e* — x’¢* und h(x) := ' + x’¢~* auf ganz R stetig, und da
g(0) = h(0) = 1 # 0, liefert wieder Satz (4.3), da auch die Funktion % in O stetig

ist, allsoz

—e' —xe” steti 0 1
lim 25—y Q) e 8O _ 1
x=0 %ex +xe™® -0 h(x) mo h(0) 1

X

Fiir den Grenzwert bei a = oo formen wir anders um:
1 x —-Xx 1 . — ﬁ)

pef—xe™ / (1 o

1 ,x - 1 x>

le¥ + xe }/ ) (1 n e?)

Wegen () oben gilt fiir jede Folge (x,),en mit x, —— oo

n—o0
exﬁ 2xn
2————>oo(setzein(y)a::eund,B::Z) = 5 ——®
)Cn n—oo )Cn n—oo

(da auch e —— o0).

Weil mit Vorlesung (2.25) fiir jede Folge (y,)ueny mit 0 # y, —— *oo gilt, dal
1
— — 0, folgt hier:
yn n—oo
2 -2 1-0
)= =1
er,, n— o0 1+ Xy n—ooo 1+0

e2xn

Weil das nun fiir jede Folge (x,),en mit x, — oo gilt, folgt mit der Definition des
Lex — xe™*
Grenzwerts in (@) : lim ——— =1
oo et + xemt
. L .1
Behauptung: limxx =0 und limxx =1

x—0 X—00

Beweis:
e 1 1
Nach Definition ist xx = exp (— ln(x)).
by

Nun gilt nach Vorlesung (2.26) : 0 <x, — 0 = In(x,) —— —oco und

n—oo

1 In(x,) (ln(xn) ) 0

—_— > 0 — —00:>CXP

X, n—o® ) Xn n—oo ) n



()

1
Da dies fiir jede Folge (x,),en gilt mit 0 < x, —— 0 folgt aus (@) : lin(l) xx =0

n—oo

g.e.d.

Untersuchen wir nun den Grenzwert fiir a = oo

In(x;,
Sei dazu (x,),en eine Folge mit x, —— oo n(x,) — 0 =

n—oo (e) Xn n—oo

exp stetig 1
? exp | — In(x,) ————> exp(0) = 1.

n

Da dies wieder fiir jede Folge (x,),en mit x, —— oo gilt, folgt aus (@) :

X—00

1 1
lim xx = hm exp( ln(x)) =1 g.e.d.

oef—1-x 1
Behauptung: El% — 2 3 Xm0 x2

Beweis:

Bei a=0 : Fiiralle 0 # x e R gilt:

1 y Exponential- 1 . = xk Grenzwert- .. 1 5 ok
gle-t=0 "2 E[}E&(ZH]_ ! ‘x] e ,152(;[ ol
k k=0
n xk
—[1 +x+ZF—1—x))

n n-2
1 xk Indextransf. . 1 Xl+2
= lim —Z =
! li=k—-2 = k=I+2 n—co | x2 — (I+2)!

lim
kiirzen n—oo e (l + 2)!

Il
o
=)

—_—
kNl
~|

I+

Diese Potenzreihe hat tatsdchlich den Konvergenzradius R = oo , denn:

T R () L ( ) L I 1

= = 0 = R=—F——=00.Mit

a | (k+1D)+2)!  (k+3)! k+3 kow VL G oo M
n—oo | qy

obigem ist also fiiralle 0 # x e R f(x) := i die Summenfunktion der

x2
k

o0 k (o]
Potenzreihe kz_;‘ﬁ ,dh. VO#xeR : f(x) = kzz(;(k -xi_ oY ; andererseits gilt

mit Vorlesung_Satz (3.18) und (4.2), da} Potenzreihen in ihrem Konvergenzbereich
stetig sind, also:

x_ 1= o0 k il 00 1
lim &= = tim [ >~ :Z =5
x—0 X x—0 = (k + 2)' 2)' fur k#0 (O + 2)' 2

:0




Falls a = oo
Fiir jede Folge (x,)en mit x, —— oo gilt:

n—-oo
Vorl. X, 1 1+ x, 1 x,
Xy — 00 = —=— ——0 = - =——-—=—0
n—co Q25) X2 x, now X2 X2 X2 now
o em e"—1-x, e 1+ux,
Andererseits gilt : —— 0 = ————— = - — 0,
_x2 n—oo X2 x2 _x2 n—oo
n n n n
und da das fiir jede solche Folge gilt, liefert (a) :
. oef—1—-x
lim —— =0 g.e.d.
X—00 xz

54. Behauptung: Sei a > 0; dann ist die Funktion f : R — R mit

In(a) falls x=0
fx)y=4 a -1 falls x %0 stetig.
x

Beweis: Entwickeln wir wieder die Funktion f fiir x # 0 in eine Potenzreihe:

-1 1
— o (k@) -1)=

1 (< (xIn(a)) 1 o (xIn(a))f
- ;(ZT”]:;(“ZT”]:

k=1

l = (x In(a))F Index- Z(xln(a))k+1
(k+1)!

! transf
X k!

x i ln(a)k“

kiirzen Py (k+1)!

. . o In@! .
Die Potenzreihe x" hat den Konvergenzradius R = oo :
—(k+ D!
Falls a # 1 :
k+2 |
At | _ In(a) (k+ 1! _ In(a) 0 R= 1 - -
ax (k+2)! - In(@)*!  k+2 koo .| Gr+1 | Vorl.
fim [
—00 k

Falls a =1 : dannist In(a) = 0, und dann:
-1

VO#xeR : a=1"=1 = f(x) = a = 0, d.h. die Funktion f ist die
X

Nullfunktion und damit stetig. Interessant ist also nur der Fall a # 1 .

Mit Vorlesung Satz (3.18) und (4.2) ist die Summenfunktion der Potenzreihe in ihrem
Konvergenzbereich, also in ganz R, stetig, also:

X )k+1 )k+1

— In(a stetig — In(a

) oat—1 ) k=0
lim f(x) = lim = lim ¥ = rz
x—0 x—0 X x—>0 (k + 1)' in0 (k + l)‘ interessant
x#0 x#0 x#0 k=0

_ In(a)'

0°=In(a) = f(0) (s

1!



Nach Vorlesung Satz (3.18) und (4.2) ist damit die Funktion f in den Punkten x # 0

& 1 k+1
(rli(:l-)l)‘Xk , und im Punkt x =0
=0 :

stetig als Summenfunktion der stetigen Potenzreihe

stetig wegen (**) und (B) . g.e.d.

55. (a) Behauptung: In der Potenzreihendarstellung

By .
T Z )/( (0<|x<r fireinr>0)

stimmen die Koeffizienten B; mit den Bernoulli-Zahlen iiberein.
Beweis:

Nach Vorlesung (1.14)e) sind die Bernoulli-Zahlen wie folgt definiert:

ap = 1’ Apy1 = —

(”Zz)ak (neNy) (&)

n+1k:0
1 1
d.h. a():l, ay :—5, 612:6,...

Im Konvergenzbereich ] — R,R [ der Potenzreihe, d.h fiir alle x €] - R,R [ gilt
dann: (wegen der absoluten Konvergenz der Potenzreihen (und auch fiir x=01))

_ = Bk k X Expon_ential— Bk k
A VA @D & [ Zk' !

> By, ( NEd )
= —X |- 1+ —=-1]=
k=0 k! Zk!
= N &xk . ix— ]nd:eX- Z Bk k . N xk+1 =
k! k! transf. pr k' =0 (k + 1)'
=V ——

k=0 k=1
::ak =:by
Cauchy- - . - - By xR+l
= a bn_ = —xk _ | =
produkt nzz(; [k:O ' k] nZ:(; [k:O ke (m=k+ D
00 n B
= an+l ( k! kl k '] =
n=0 k- (n+ 1=k
_ ixm_] n Bk . 1 ) (I’l + 1)' _
27 L5 e D R+ 10!
= =

- ()

Indixtr.

+
=p! n - (L n
X ( aBk (k)] = Zx"[ EBk (k)) (riicklaufige Summe bei n = 0)

n—n—1



Nun ist natiirlich auch
YxeR : X:chx”
n=0

eine Darstellung des Polynoms f(x) := x als konvergente Potenzreihe, wobei defi-
niert wird:
o { 0 fir n#1

1 fiir nzl} fiir alle n € N,

Die Grenzwerte dieser Potenzreihen stimmen fiir alle x €]—r,r[ (r > 0) iiberein,
weshalb der Identitétssatz fiir Potenzreihen (Vorlesung (3.20)) liefert:

0-1
1 0

O0=c¢cy= Z—Bk ( = 0 als riickldufige Summe)
e 0! k
1-1=0

1 1 1 1

1l=¢c = kz_(; FBk(k): FBO(O):BO — By=1
w1 n 15 (n

O=c,=> =B | = —ZBk fiir alle n > 2
k:On! k n! - k

n—1
Also gilt fiiralle n > 2 : ZBk (Z) =0 ()

Insbesondere fiir n + 2 statt n folgt:

il n+?2 n+?2 = n+?2
0= ZBk | = Bu 1 +ZBk =
- n+

=0
. =n+2

By -n+2)=-Y B ”+2)

11 ( ) kZ:(; k( p

B 1 nB n+2

1 —?k k( I )

und dies ist mit By = 1 gerade die Rekursionsvorschrift fiir die Bernoulli-Zahlen
gemdll (&) . Da jede solche Rekursionvorschrift eine eindeutig bestimme Folge lie-
fert, ist a; = By , d.h. die B; sind die Bernoulli-Zahlen. g.e.d.



(b) Behauptung: Firjedes n € N gilt: 1+e*+e**+...+e" (x € R) istdie erzeugende

Ok + 1% + 2K+ ... +nk
Funktion der Folge ( n ) , d.h. es ist:
kENO

k!

n

O+ 1k + 2K+ +pF

. Jjx _ X 2x nx __ .
VxeR : Ze = l+e'+e™ " +.. . +e™ = 0 x*
=0 k=0
Beweis:
. 10y
Definiere a; := EZ j° . Dann:
=0
Fiir jedes 0 < j < n istdie Reihe Zaxk auf ganz R konvergent
=0 """
(fiir j =0 Kklar, fiir j > 0 z. B. Quotientenkriterium:
el k! j Vorl.
J — = J éR:oo),also
k+D!-j5 k+1 o= @316
DO+ 1425 o[
k! A=) ZE =
k=0 k=0 \ j=0
00 nook
- S[5E)-
=0 \j=0 """
. . n (o9 &
jede Reihe ]_ k
konvzrgent 00 ;k‘x]
AN i(jx)k]
=0 \k=0 k!
———
= ejx
= e g.ed
=0
(n+)x _ | 2,
(c) Behauptung: VR>x#0 : ¢ N :1+ex+...+e’”:Ze”
X e*—1 ‘=

Beweis:

Nach Vorlesung gilt fiir alle a,b € R
atl - =@=-b)- @ +a"'b+...+ab" ' +b") =(a-b)- [Zajb"_j] (%)

Jj=0

10



Damit folgt fiir alle x # 0 :

ey _ X ~ emtDx _ ~ (ex)n+1 -1 _
X es—1 ex—1  er—1
Mﬂ%Z@Wﬂ
_ J=0 _
() er—1
= Z(ex)j = Zejx
J=0 j=0

(d) Behauptung:

- k
VkeN, : ij:0k+1’<+2’<+... nk Z ( " )( + Dk

j=0 i=0
Beweis:

Im Hinweis wurde vorgeschlagen, das Cauchyprodukt der beiden Potenzreihen auf
der linken Seite von (c) zu bilden und einen Koeffizientenvergleich vorzunehmen.

Seinun x # 0 =  (Potenzreihen sind im Konvergenzbereich absolut konvergent)

ey _q X 3 1 ((n+ 1)x) By
X . e —1 B X Z ] Z Xk
3 1 (n+ l)x) By
B x| Z Zk
- L[S > B
Bl X Z } k'

Index

"EZWHWH
trazsf. X (k + 1)‘

(l’l + 1)k+1 xk
i (k+1)!
 S————

ZBW‘

[ 8

II=

kiirzen

k=0 k=0 \,—/
= bk = di
Cauchy- = u hnd n Bl (I’l + 1)(m—i)+1 p
= ibm-i | = —x X"
b m (I’l+ 1)m+1 i
= m Bl
mZ:OX ;i!(m+1—z)'



Andererseits haben wir schon in Teil (b) gesehen, daB fiir alle x € R gilt:

heta ,,X_Z,X_Z[ZWJ i(ﬂ?)“

jO m=0 m=0 \ j=0

Nun fiihren wir wieder einen Koeffizientenvergleich gemifl Vorlesung (3.20) durch
und benutzen dazu die Identitit aus Teil (¢) :

v N < (I’l + 1)m+1 i ersetze
mem, D Z
0 l,_ol!(m+ 1= = m! mdurchk

n k :
1k+1—1
ij:k!' u&':
= — ilk+1-1)!
~ Z":(m DKL R D)
B MNk+1=0D-(k+1) "
k

i=0
1 (k+1)!
k1Ll + 10!

_ 1 kB k+1 1k+1—i d
_k+1201 i) s

(n+ D*''B; =
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