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56. (4 Punkte)

(a) Behauptung: Seif : | — | stetigmit| :=[a,b] c R ein abgeschlossenes Intervall.
Dann hatf einen Fixpunkt, d.h. es gibteime | : f(X) = X.

Beweis:

Wir wollen den Beweis wie im Hinweis vorgeschlagen mit Hitfes Zwischenwert-
satzes fuhren. Dieser lautet:

Seil c R einlintervallundg : | — R eine stetige Funktion. Sind daniv € |
mit u < v,sodalg(u) <y<g(v) furein ye R, so gibt es ein¢ €]u,v[ mit
9é)=vy.

Betrachte die Funktiorg(x) := x— f(xX) = g : [a,b] — R ist mit Summenregel
als Summe der stetigen Funktionéai(x) := x und f stetig.

Dann lautet die Behauptung:

Ixelab] : gxX)=x-1(x)=0

Nun ist nach Voraussetzung xe | = [a,b] : f(X) e[a,b] = f(a)e[a b =
a<f(@ = g@=a-f(a@<o0

Ebenso folgt mitf(b) e [a,b] : f(b) <b = g(b) =b-f(b) >0, d.h.insgesamt:
g(@ <0<g(b).

Falls f(a) = a, so setzex := a, und diesex erfullt die Bedingung.

Falls f(b) = b, so setzex := b, und diesex ist geeignet.

Falls keiner dieser beiden Falle eintritt, d.la < f(a) und b > f(b) , so gilt:

a-f(a) = g(@) <0< gb) = b f(b) "= "es gibteiné ela bl : g(¢) =0
satz
= f(&) = ¢ . Setze alsox := £, d.h. auch in diesem Fall gilt die Behauptung.
(b) Fur beliebige stetige Abbildunge : R — R (d.h. mit | = R ) gilt die Aussage

aus Teil @) nicht.
Gegenbeispiel:

Wenn fur eine Funktionf : R — R ein Punktx € R existiert mit f(x) = x, so heil3t
das, dal3 der Graph vadndie Winkelhalbierende des ersten und dritten Quadranten,
d.h den Graphen der Funktioml(x) = x schneidet. Die Aufgabe besteht also darin,
eine stetige Funktion zu finden, die diese Winkelhalbieeamdht schneidet, die also
zum Beispiel ganz unterhalb oder oberhalb von ihr verlauft
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Geeignet ist beispielsweise die Abbildung

f:R->R mit f(x):=x+1,
denndanngilt:f(x) =X & Xx+1=Xx < 1=0 &
Also liefert diese Funktion ein Gegenbeispiel.

(a) Behauptung: Die Abbildung f(X) := Vel (a>0, xeR)
ist differenzierbar in gan]R mit der Ableitung
N xIn(a)
f'(X) = Vel 2T\
VX2 +1

Beweis:

(i) Zunachst ist die Wurzelfunktion

Wa & (0,00) = Ry Wa(y) = 4y
differenzierbar:
Vy>0 @ wy(y) =y = exp( In(y)) ist differenzierbar, weil die Abbildung
exp auf ganZR und die Abbildung In auf dem Intervall (&) differenzierbar
ist, und damit auch die Komposition eé% In(y)) auf (Q, o) differenzierbar ist
nach der Kettenregel.
Fur die Ableitung gilt:

Ketten- exg=ex 11 1 1 1
W) = exp (3 In0)-(3 ') jm"exp( In)) = 9—ﬁyn =2 =
(i) Auch die Funktion
a : (0,0) > R; a(x):=a" et ion expIn(a))

ist als Komposition dterenzierbarer Funktionen (exp urtt) nach der Ketten-

regel diterenzierbar mit der Ableitung

@' (X) K"‘Eee exp(xin(@) - @ = expiin@in@) = a*In().

Setzt man nurh(x) = x>+ 1, so isth als Polynom dterenzierbar und es folgt:
f(x) = = a(V¥¢ +1) = a(Wx(n(X))) = (@ow, 0 h)(x) ,d.h. f =aow,oh
ist als Komposmon von drei ffierenzierbaren Funktionen nach Kettenreggkeden-
zierbar, und fur die Ableitung folgt:

f(x )Ke“e” (W 0 (X)) - (W 0 hY' (%)
= a‘/xz—l (a)— - 2X = a‘/xz—m g.e.d.

1
) 2Vxe+1 X2+ 1

Ketten-
regel

a¥*1In(a) - wy(h(x)) - ' (X) =




(b) Behauptung: Die Abbildung f(X) := In(x* + 1) - In(vx+ 1) (x> 0)
ist differenzierbar auf (o) mit der Ableitung

In(\/§<+ 1)+ —————In(xX*+ 1)

f —
0= <+ﬂ

Beweis:

p(x) := x*+ 1 ist ein Polynom und damit auf gaizdifferenzierbar.

In ist auf (Q o) differenzierbar, und dafuralle e R : p(x) = x*+ 1> 0 istauch

die Komposition Irep in ganzR differenzierbar.

Die Wurzelfunktionw, ist nach Teil &(i)) im Intervall (Q o) differenzierbar und da-
mit ist wieder nach Kettenregel die Funktion M%+1) = In o(w,+1) differenzierbar
auf (0, ): denn esistyx+1>0 furalle x>0

Nach der Produktregel ist damit audh = (Inop) - (Ino(w, + 1)) im Intervall

| = (0, ) differenzierbar, und fur die Ableitung folgt:

(%) (Inep)’(x) - (Ino(wz + 1))(X) + (INop)(x) - (Ino(wz + 1)) (X) =

Keie” In"(p(¥) - P'(¥) IN(VX + 1) + In(¢ + 1) - In" (wz + 1)(X)) - (Wa + 1) (X) =

regel

Produkt

1
= p(x) p'(¥) IN(Vx+ 1)+ In(x* + 1)- Tl - W5(X) =
Teil (a) 11 _
: In(* + 1) \/_ 12V
_ In(\/§<+ 1) M T \/_) In(x* + 1) g.e.d.

(c) Behauptung: Die Abbildung f(x) := ”/ﬁ (N>n>2, x>1)

ist differenzierbar auf dem Intervall (&) mit der Ableitung

, _}n X ﬂmﬂ—l
P = nVin(x) xIn(x)

Beweis:
Mit den Bezeichnungen aus Teilaufgalag(y) ist

f(x) = Q/% = W"(ﬁ) = W, o (E)(x) = f = (W”O(E)) , und zwar

dort, wo diese Komposition definiert ist: wegen der In-Fumkimul3 x > 0 gelten,

. e X .
und da das Argument der Wurzelfunktiaq positiv sein mulf3, IStW > 0 sowie

In(X) # 0 zu fordern. Wegen der Bedingung > 0 muf3 also InX) > 0 <
x> 1 gelten. Fur das Intervall (&) sind dann alle Komponenten der Komposition

id . . . .
f=w,o " wohldefiniert und dterenzierbar, weshalb mit der Quotientenregel

und der Kettenregel folgt, dal3 au€tdifferenzierbar ist.



Fur die Ableitung erhalten wir dann:

, Ketten- X _
I W(m<>)( :) -

Quotienten-

regel In(x) 1-xIn’ (X)
(@) ( ) (In(x))?2

B 1 n/(In(x))"* In(x -1

=3 N xn-t (In(x))

_ 1a[n()™t In(x)x In(x) -1
eeitem N\ X1 In(x)x  (In(x))2

A(In))" x In(x) -1
X" In(x) (In(x))2

1

n

1 X In(x) In(x) -1
- : .

1

n

(In(¥)  x  (In(x))?
X In(x) - 1

i) xIn() q-e.d.

(d) Behauptung: Die Abbildung f(X) := xX¥9 (x>0)
ist differenzierbar auf dem Intervall (&) mit der Ableitung

£(x) = X2 (xIn(x)? + xIn(x) + 1)

Beweis:

Die Abbildung g(x) := xX* = exp(xIn(x)) ist auf dem Intervall (Do) differenzierbar
nach Produkt- und Kettenregel mit der Ableitung

g(x) = expg(xIn(x)) - (1 - In(x) + x- In"(X)) = X*(In(X) + X %() = X*(In(x) + 1) (x).

Also ist auchf(x) = xX*9 = exp(*In(x)) = exp@(X)In(x)) als Komposition auf
(O, o) differenzierbarer Funktionen nach der Produkt- und Kettehveigeer dife-
renzierbar, und fur die Ableitung gilt mif (x) = (expo(g- In))(X) :

P9 ST exp((@ () - (g )9 =

Produkt-

2 expIn() - (@ (9 () + g9 I () =
D(:e’f X0 . (XX(In(x) +1)In(x) + xx;l() = X¥9. XX((In(x) +1)In(x) + %(
= XD (xIn(x)? + xIn(x) + 1) g.e.d.



58. Seix>0, neN,n>2und f(x) = x" - 2x"+ 1 (xeR)

(@) Gesucht: Lage der Extrema voh und das Minimum vorf
Um bequemer argumentieren zu konnen vorneweg ein kleiisskitz:
Ist f : [a,b] » R stetig und auf4, b) streng monoton, so auch aaf p]. (#)

Beweis:

Ohne Einschrankung séistreng monoton wachsend aaf o). Definiere fur ein be-
liebigesa< x<b : X i=a+>—2 fur neN, d.h.

- - -a
a<a+ = <a+—=Xx,<a+ =X und
n+ 1 Xn+1 n Xn <
X ——a = 106) — 7(a).
n—co f stetig
Wegen der strengen Monotonie vérnst dann aber fum > 2

f(Xne1) < T(X) < T(x) < T(X) = f(X) San_ﬂvfh f(a) = ML f(%) < f(x) < f(X),
insbesondere alsd (a) < f(X)

Auf die gleiche Weise kann man im Punktand fur,,streng monoton fallend “argumentieren.
g.e.d.

Laut Vorlesung ist eine notwendige Bedingung dafir, dafnem Punka eines of-
fenen Intervalls ein Extremum vorliegt, daf3(a) = 0

Hier wahlen wir als ffenes Intervall = (0, ), verzichten also vorlaufig auf den
Randpunktx =0 .

Die Funktionf ist ein Polynom, also stetig filerenzierbar und es gilt:

f/(x) = (N+ X" = 2nx"1 = x 1 ((n+ L)x - 2n) ()

Damit folgt:
2n
f’(x)=0 n+1)x-2n=0 X=——7o.
(=0 (n+1) = 1
Die Funktionf kann also hochstens effokales) Extremum besitzen, und zwar im
Punkte a := 2 .
n+1

Nun untersuchen wir, ob ia tiberhaupt ein Extremum vorliegt und wenn ja, ob Ma-
ximum oder Minimum. Dazu:

2n 2n
VOo<x<a=—— ! X< — = (n+1)x<2n
n+1 n+1

— (h+1)x-2n<0 (ﬁ) f’(x) <0 (5=1|2l) f streng monoton fallend auf (8)
= f |[0, a] ist streng monoton fallend=

(#)
VO<x<a: 1=f(0)> f(x) > f(a).
\orl.

2n
Ya<X: — <X & 2n<x(n+1) : f’'(x) >0 =
n+1 () (5.12)

f streng monoton wachsend aat ¢o) ﬁ) f |[a, o] streng monoton wachsend
= VYa<x: f(a<f(x



Also:

YO0<x<a : 1=10)>f(x) > f(a)
Ya<Xx . f(a) < f(X)

d.h. f hatim Punkia ein (globales) Minimum, und es ist

f(a) = (ﬂ)m—z( 2n )n+ 1.

} — VOo<xza:f(x> f(a)

n+1 n+1

Zudem folgtaus¥ O < x<a : 1= f(0)> f(x) > f(a), dalfim PunkteO (d.h.
am Rand des Intervalls [&) ) ein lokales Maximum mit Wert 1 besitzt.
Insgesamt also:

f hat genau ein (globales) Minimum ia = Fnl und ein (lokales) Maximum in O.

(b) Behauptung: f hat genau 2 Nullstellen im Intervall [&o)
Beweis:

Im Punkt x =1 gilt: f(1)=1"1-2.1"+1=0, d.h. eine Nullstelle; = 1 im
Intervall [1, o0) ist bereits gefunden.

Nunist1<a:—n & n+1<2n & 1<n
n+1

n=1: f(X)=x2-2x+1=(x-1)?>>0fur x#1 = f hat iberhaupt nur eine
Nullstelle, namlichx =1 .

n>1: Dannist 1<a A f |[0, a] strengfallend A f(1)=0 =

YVi<x<a: 0=1f1)> f(X) > f(a = keine weitere Nullstelle in diesem
Teilintervall [1 a] .

Nungilt f(2)=2"1-2.2"+1=1>0> f(a) und 2>a

(denn:2>a:£ & 2n+2>2n)

d.h. es folgt ausJaem Zwischenwertsatz mit der Stetigkeitfva

d6&€(@2) : f(&2) =0

= es gibt eine zweite Nullstelle mi§; = 1 <a < & <2 imIntervall [a, ) .

Da aber nach Teila) f |[a, o) streng monoton wachsend ist, kann es im Intervall
[a, o) nur hochstens eine Nullstelle geben, also gibt es imreitvall [a, o) ge-
nau eine Nullstelle, in beiden Teilintervallen zusammeh, th [1, ) , also genau

2 Nullstellen g.e.d.



59. Sei

(@)

(b)

f(x)=xx (x>0)

Behauptung: IimO fX)=0 A Ilimf(x)=1
X— X—o00

Die Funktionf besitzt genau ein Maximum , und zwar an
der Stellex=e.

Beweis:

Die beiden Grenzwerte wurden bereits bestimmt, und zwarufg@be 53¢) von
Blatt 11. Es geht also nur noch um die Untersuchung auf Maxima

Eine notwendige Bedingung dafir, dafd ein Extremum varlisgf’(x) = 0 ( (0, )
ist ein Intervall). Also:

T = x Def. eXp(% In(x)) (expo (In)) xX) = f= (expo (:3))’

d.h. f ist differenzierbar auf dem Intervall (&) nach Quotienten- und Kettenregel
mit der Ableitung

id-In’ .
() = eXIU(In)((X)) : (Id Rl IIr])(x) = exp(%( In(x)) : xxx—zln(x) _

id2
= X& ! )|(2(X) ()
Damit:
f’(x) =0 <=> 1-In(X)=0 & In(X)=1 < x=¢e
Damit kannf im Intervall (Q o) hochstens ein Extremum besitzen, und zwar im
Punkte a:= e. Nun gilt:

VOo<x<e:In(X<In@=1 e 1-In(x) >0 = f(x)>0(%)

f |(O, €] ist streng monoton wachsend (siehe Hilfssatz aus Aufg8km® 5 (&) .

Ye<x:1l=Ine<In(x) = 1-In(X) <0 = f(x)<0 =
1o

e, o0) ist streng monoton fallend

. YO0<x<e : 0<f(X)< f(e
Ye<X<oo : f(e)> f(x)

f hat im Punktx = e ein striktes (globales) Maximum mit dem Wefi(e) = e: .

Da es uberhaupt nur ein Extremum gibt,estas einzige Maximum der Funktioin
g.e.d.

} = Y0<x#e: f(x)<f(e

Behauptung: Seia>1,a+e.
Dann besitzt die Gleichungg* = x* genau eine vom verschiedene
positive Losung.

Beweis:

Esqgiltfur x>0 :

f(x) = f(a) X5 = ai e exp(%(ln(x)) = exp( In(a)) e In(x) =

bljektlv X
}In(a) % aln(x) = xIln(a) = exp@ln(x)) = expxIin(a)) = x& = ax.
X> er.

Nach Teil @) ist f |[O, €] streng monoton wachsend, insbesondere also injektiv,



weshalb es hochstens ebe (0, €] geben kann mitf(x) = f(a) .

Ebenso ist nach Teila) f |[e, o0) streng monoton fallend, d.h. wieder injektiv, so
daf3 es auch im Intervalg[co) hochstens eix geben kann mitf(x) = f(a) .

Weil Ll_r!"(l) f(x) = 0 kann man definierenf(0) := 0 und erhalt so eine stetige Fort-

setzung der Funktio in den Punkt 0. Sei also nun die Funktibrauf diese Weise
stetig fortgesetzt. Dann folgt mit dem Hilfssatz aus Aulg&dg) : f |[0, €] ist
streng monoton wachsend, und dann:

Falls 1<a<e : 0=f(0)<1=1(1) < f(a < f(e) = e: , d.h. im Intervall
[0, €] gibt es nebema selbst keine weitere Losung der Gleichurigx) = f(a) .

Da aber I|mf(x) =1 gibteseiné>e mit: Vx>¢ : |[f(X)-1l<f@-1 =
f(x) — 1< |f(x) ll<f@-1 = f(X)<f(@

Also gilt fur festes xg > ¢ (z. B. xg = 2¢) :

Zwischen-
wertsatz

e<X A f(X) < f(a) < f(e es gibteinx e (g, %) : f(x) = f(a),und

ng

diesesxist vona verschieden, dajan <e<X.

Falls a>e : ImIntervall [e o) ist f streng monoton fallend, es kann also neben

a selbst kein weiterex € [e, o) geben mitf (x) = f(a).

Im Intervall [0, €] ist f streng monoton wachsend, d.h. dort kann es noch hochstens
ein solchesxmit f(x) = f(a) geben. Tatsachlich:

e<a = f(e)> f(a) (da f im Intervall [e, oo) monoton fallt)

= f(0)=0<f(@<f(e)h O<e A f stetlg eT)sat Axe(0,e) : f(x) = f@a),
und dieses x ist wieder verschieden \@nveil ja 0< x < e < a. Also gibt es auch
in diesem Fall genau eine vanverschiedene Losung der Gleichunidx) = f(a)

g.e.d.
Insgesamt:  FirjedeacR, a> 1 gibtesgenaueilbbeR, b#a mit a®>=b?,

und zwar:
falls 1<a<e: b>e @)
falls a> e " b<e

Behauptung: Das einzige Paarn{,n) € N x N natirlicher Zahlenm,n mit m< n
und m"=n" ist (2,4).

Beweis:

Gesucht sind alle Losungen der Gleichum = n"™ mit mne N undm<n.

Seialsom" = n" fur naturliche ZahletTmundn mit m<n.

Da nach §) fir Losungen der Gleichun@® = b* gilt,daR a<e < b>e,
d.h. eine der beiden Zahlen, o.&.immer a < e < 3 erfullen mul3, lieferta e N,
dala=1 odera=2.

Fallsa=1:bl=1"=1= a=1=b } (azh)

Falls a=2 : 28 = 16 = 4* erfillt die Bedingungen, d.hb = 4 , und das ist die
einzige Losung nach Aufgabentdi)(mit a<b. g.e.d.



60. Seil ein Intervall,f : | — R eine zweimal dferenzierbare Funktion mit
f7(x) >0 (xel).

(a) Behauptung: Furalle a,b,xel mit a< x< b qilt:

f(9 - @ _ f(b) - (Y

x—-a ~  b-x
Beweis:
Nach Voraussetzung istfurallee I : f”(x) >0 = f’ ist monoton wachsend
orl.
aufl (dal ein Intervall ist).
a<x "™ o gibtein e (ax) mit L= T@ _ i
wertsatz — — é': < X< 77 —
Mittel- L . f(b)- (¥
x<b = esgibtein e (x,b) mit = f'(n)
wertsatz b-x

Y , f(X) - f(@ _ f(b)- (¥
V’J‘&Tﬁé’rﬂ‘df &<ftmn = 2 < b x g.e.d.

(b) Behauptung: f ist konvex, d.h.
Yte[0,1]Vabel : f(ta+t(1-t)b) <tf(a)+ (1-1)f(b)

Beweis:
Fallsa=b : f(ta+ (1-t)hh)=f(a)=t- f(@+(1-1): f(a)
Fallsa<b :
fallst=0 : f(0-a+(1-0)-b)=f(b)=0-f(@+(1-0)- f(b)
falst=1 : f(l-a+(1-1)-b)=f(@=1-f(@+(1-1)- f(b)
Sei also im Folgenden stets<0t < 1 ; dann:
a:ta+(1—t)a130t-a+(1—t)-bstb+(1—t)b:b

<t<0 ~YV—m—m—/—

a<b =u(t)
Weiterist u(t) =a < ta+(1-thh=a < (1-t)b=(1-t)a = a=>b

und u(t) =b & ta+(1-thb=b < ta=tb = a=>b

Da abera < b istalso b # u(t) # a. Damit folgt mit Teil @) :
a<ut)<bundb—-put)=tb-ta=t(b—a) und u(t)—a=(Q1-1t)-(b-a) =

f@®) - f@ _ f(b) - Fu®)

p)-a = b—pu(t)
(b —u(®) - (f(u(®) — f(@) < (f(b) - F(u(®))) - (u(t) - a)
t(b—a) - (f(u(t) - f(a)) < (1 -t)(b—2a) (f(b) - f(u()))
t- (flu®) - f(@) < (@-1)- (f(b) - fu)
t- flu@)+@Q-t)- f(ui) <t-f(@+@Q-t)- f(b)
flu) <tf(@+ @ -1t)f(b) g.e.d.

1]

1]



(c) Behauptung: Fur A4,...,4,€[0,1] mit 23 +...+ 24, =1 und a,...,a, €l qilt:

f(lias + ...+ Ahdy) < A f(a) +... + Anf(an)

Beweis:Mit Induktion nachn e N :
Induktionsanfangn =1 : f(1;1&4) < A;f(a;) wahr,dad; =1
Induktionsschritn - n+ 1 :

Induktionsvoraussetzung: Die Aussage gilt fur beliebigey,..., 4, € [0,1] mit
AM+...+A, =1 unda,...,a, €l

Seien nunAdy,...,An1 €[0,1] mit A3 +...+ A1 =1 sowieay,...,an1 €1 .

Falls 1,1 = 1 sind alle anderen; = 0, und dann ist die Aussage mit Induktions-
anfang wabhr.

Sei also 1,1 # 1. Dann gilt zunachst:
n
a,....,a¢mel A 4€[0,1] (1<i<n) A L4+...+4,=1 = Z/lia,- el
i=1
Ist namlich a, = min{ay,...,a,} €l A & =maxa,,...,a,} €1, so folgt:
n
omia(SafoSia s Sa g Saa-a
und da ein Intervall mit zwei Punkten auch alle dazwischegdnden Punkte enthalt,

folgt mit a, < Z/l,a. <a',dal auchZA.a el g.e.d.

Damit:

1-Adn1 %
f(lhag + ...+ Anan + Apy180s1) = f m Z Aigy + Ans18n41
1 - /er'l i=1

f((l—m)-[_ AN

+ /ln+1an+1]

_
TIA

n
Ai
(1= Ania) - f[Z a]+an+1f(an+1)
Ferner:

n n n
DAtda=1 = Y h=1-Adpy = V1<i<n: <Y Aj=1-dpy =

= i=1 =1
n+ A %
o< <1, dh —"— €[0.1]
;>0 - /ln+1 — n+l
und
n n+1
N Z/li Z/li - /1n+l
A 3 =3 1 dea 1

— 1_/1n+1_1_/ln+1_ 1_/1n+1 _1_/1n+1

10



/1_‘]_ /1n

Damit aber liefert die Induktionsvoraussetzung, angewant ey
1- /ln+1 1- /ln+1

und ag,...,a,

f(/llal +...F /lnan + /ln+1an+l) S (1 /ln+l) f [Z ) + /ln+l f (an+l)

1-2

< (1) wa(a)+dn+1f(an+l)

n+1

= Y Af@) ged
i=1

(d) Behauptung: FUr Ag,...,4,€[0,1] mit 1 +...+4,=1 und a,...,a, € gilt:

A1

alc...car <@g+ + Andn

Beweis:

Die Funktion f(X) := —In(x) ist zweimal stetig dierenzierbar im Intervall

| = (0,0) mit Ableitung f’(X) = —)}( und zweiter Ableitungf”(x) = % >0 fur
alle x>0.

n n n

Dann folgt fur alle g > 0, A; € [0,1] mit Z/li =1 : f[Z/lia,-) < Z/lif(ai)
i=1 i=1 i=1

nach Teil (:)

Dabei ist Zﬂ.a >0, da O<a,=min{a,...,a, Z/l.a

i=1
wie oben, und damit folgt mitf = —1In

- |n(§nlaia—) < anﬂi(— In(a)) = —anﬂi In(@) =
i=1 i=1 i=1
— In (Z”‘ia) > Z/li In(a) =
sz:;:;d Z/l.a. = exp(ln (Zﬁ,a)) > exp(Z/l In(a,)] Fgulz:(ct;]c;nnj

= Hexp(/l In(a.)) H g.e.d.
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