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61. Sei tanf) := s:)ns((i(())

(a) Behauptung: Fl(x) = 1+ tar?(x) (xeD: =R\ {(k+ %)n |keZ})

(xeR\{(k+rlkeZ})

Beweis:

1+tarf(x) =1+ (Sin(X) )2 =1+ SIP() _ cos(y) +sir(y) _ 1

cos() co(X) cog(X) (520) CO2(X)

(b) Behauptung: Die Funktion tan istin }- 3,7 [ stetig, diferenzierbar und streng
monoton wachsend.

Beweis:

Vorlesung Satz (20)@) : sin cos sind diferenzierbar mit sin= cos und
cos = —sin . Dort, wo cosX) # 0, d.h. mit Vorlesung (22) Folgerung:

X ¢ N(cos) = {(k+ %)n | ke z} istmit Satz (522) der Vorlesung der Quotien?.—;
cos() - sin'(X) — cos(X) - sin(x)
co(X) -

differenzierbar und es ist tgRr) = Sin (X) =
cos

sin'=cos CO§(X) + sinz(x) _ 1
cog=—sin CO§(X) B CO§(X)

(*)

" . , . VL (5.4 -
Damitist tan inD differenzierbar é) tan stetig inD.
Folgerung

Nach Vorlesung (3.2)Folgerung &) gilt fir eine auf einem Intervall definierte und
dort differenzierbare Funktioh :

¥xel : f/(X)>0 = f streng monoton wachsend.
Hierist | =] - 2, 5[ und tari(x) = > 0 ; tan erfullt also die Voraussetzun-

coZ(X)
gen der Folgerung, also ist tan dbifstreng monoton wachsend.

(c) Behauptung: tan(] -3 ’—22[) =R
Beweis:
Es gilt zunachst:
limtanx) =c0 A lim tan(x) = —co (%)
X153 xl-5

2

Nach Definition istg die kleinste positive Nullstelle des cos, und mit
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cos() = Z( b

(2n)!
sm(x)—Z( 1)” 2n+11)| folgt:
n(_x) n( 1)2n 2n hd o X2n
cos{-¥) :;(—1) o Z(— r i Z(—l) @ = cos{)

1)2n+1 X2n+1 X2n+1 (*)

_ ~ & 0 (_X)2n+1 °° n( 0 _
sinex) = ;H) @2n+ 1)l Z(_ Y enT Z(_ Van+ - S

fur alle xeR.

Weiter ist cos(0)= 1 nach Vorlesung (21). DamitistV x € (0,3) : cosik) >0

(denn:gabe es eixg € (0.5) mit cosfo) < 0, so liefert der Zwischenwertsatz und
die Stetigkeit von cos, dalR es mit cag(< 0 < cos(0) ein¢ zwischenx, und 0 gibt,
wo cos€) =0 ,undda O< X < 5 liegtauché im Intervall (Q %), d.h.insbesondere
0<é<3 & (5 kleinste positive Nullstelle von cos ).

Um IiTm tan(x) = co zu zeigen seiK e R mit K > 0 gegeben. Da s(ﬂ) = 1 qilt
X5
wegen der Stetigkeit des sin :

A0<d<§ Var<x<3:[sin)-sinG) <3 =
-

. sin(x) 1
3 = sin() > 3

= 1-sin(X) < [sin(X) - sin@)| < ? im0 00560~ 20058

Ferner wegen der Steigkeit des cogin

cos(x)>0
30<§, <5 Vo <x<Z: |cosk) - cos@)| < 2K oo
1
cosf) = |cos —
= cos() = cos¥)| < o
Also mit ¢ := maxXdq, 52} :
o sm(x) 1 1 belleblg
YO0<6< x< = cos®) 2cosé<) > 2.i =K = I)l(mtan(x)_oo
2K
sin(x)  —sin(x) , .
Datanfx) = cosCX) % os % = —tan(x) folgt mit den Grenzwertsatzen:
— *
I|m tan(x) = I|m (- tan( x)) I|m (- tan(=x)) ersetzeI|m( tangy)) =
= —Ilmtan =
i &) =
Ad (x5 %) :

Xl -5 & x>-

5 undx fallt gegen-3 <= -x < 7 und-x wachst
gegens — (-X) 1T 3

2

Damit beweisen wir nuncj :



(d)

(€)

Natiirlich gilt tan(] - £, 3[) c R
sin(0) 0

W2t = ===

»2% tan(0) cos(0) 1

Weil Ii{ﬂ tan(x) = oo gilt:
X3

Vy>0 30<d6<5 V0<ds<x<3 : tanKk) >y>tan(0)=0; seinun
5<% <13 festgewahlt” =" 3 £ €]0, [ €0, 4[ : tang) =y

wertsatz

Vy<0 31 -3<6<0V -5<x<¢ : tanx) <y<tan(0)= 0 ; sei dazu wieder
wchen

-5 <x <0 festgewahlt = 3¢£€]-2,0[c]-7%,0[: tang¢) =y

wertsatz

In jedem Fall alsoy = tan§) furein £ €] - 3,5[ (y€R beliebig)

= RC tan(] -2.5 ) g.e.d.

Behauptung: tan|] — 3. 5[ besitzt eine stetige und streng monoton wachsende
Umkehrfunktion arctan mit Definitionsbereih
Beweis:

Nach Teil ) und () ist tan|] 3. 5l— R injektiv (da streng monoton wachsend)
und surjektiv; also existiert die Umkehrfunktion arctan

Seinuna> 0 beliebig; nach Teil@) gibtes ein 0< g < 5 mit tans) = a. Fur das
Intervall | :=[-8,8] €]-3,5[ gilt: tan ist aufl streng monoton wachsend, stetig
und bildet das Intervall auf das Intervall := [-tan(), tan(3)] = [-a,a] bijektiv
ab. Nach Satz () der Vorlesung (von der Umkehrung streng monotoner tetig

Funktionen) ist dann die Umkehrfunktio(’(an|l)_1 =arctar|J : J=[-aa >R

streng monoton wachsend und stetig, d.h. fir die einddetsgimmte Umkehrfunk-

tion arctan :R — R von tan gilt:

Ya>0 : arctad[—a, a] ist streng monoton wachsend und stetigs> arctan ist

auf ganzR streng monoton wachsend und stetig.

(Fur je zwei Punktex,y € R mit x <y gibt es namlich eina € R , zum Beispiel
=IX+lyl+1,so0dalBx,ye]-aa < [-a,a] und arctad[—a, a] streng monoton

wachsend und stetig nach ebes> arctank) < arctany) und arctan stetig ix

g.e.d.)

Behauptung: arctan(0)=0 A arctan(l)= 7 lim arctank) = 3
X—00

Beweis:

e tan(0)=0 = arctan(0)= 0
A co(x) - sin()

. ] 0=cosg)=cos(25) ‘= cos(j . 2c08(f) =1 —
= cog(%) +sirf(%)  (Satz (520)) addieren 4



1 1 .
= |cos€)| = 5 V2 COS@M cos) = 5 V2 und sif(%) = 1 - cof(Z) =
1 1

N . a
- 1- 555 sinuo:,g}po sin@) = 5\/? = tan@) =1 = arctan(l)= 2
g.e.d.

. o .
o Fir x“_To arctang) = 7 ist zu zeigen:

Ve>0dK>0V x>K : [arctanf) - | <€ & % -arctank) <e <
& arctank) > 5 —€ (da arctang) =] - 7, 5[ ).

Wahle dazu e’ := min{e, £} €]0, 5[ , und dann gilt fur alle x > tan(g - e’)

arctang) > 7 — €' > % —€ (da€ <e A arctan streng monoton wachsend ).

Definiere alsoK :=tan; - €¢) >0 (daj > ¢€').

() Behauptung: arctan ist diferenzierbar mit der Ableitung

arctani(x) = (X € R).

1
1+ x2
Beweis:

Wir verwenden Satz (3) der Vorlesung (Satz von der Ableitung der Umkehr-
funktion):
Seibe R beliebig, b =tan@) furein a€] -3,5[,d.h. laj <5 =

la+3 =«
0<lal < 2 >
Damitist ae] - 222 B2 ¢ o= B2 B2 1 yng

J:=[-tan(%32) tan(%52)] 21 -tan(%2), tan(%52) [>b.

. . . 1
tan|| ist streng monoton wachsend und stetig nach Bjl{anf = — > 0

—
cog Satz (57)
e . 1 .
arctan istinb differenzierbar und arctg) = m , Wobei a = arctanb) .
1 1 Teil 1
tan(a) = —— arctari(b) = = = — =
@ cog(a) = (b) tarn'(a) 1 @ 1+tar’(a)
cog(a)
1 B 1
1 + tar?(arctanb)) tancarctar-id 1 + b2
Also: V xeR : arctari(x) = g.e.d.

1+ x2



XX X

(g) Behauptung: arctank) = x— 3 + 577 + . (Ix < 1)
Beweis:
L VRS
VXxeR, |X <1 : arctan(x) = e x2)
€ IX| < "(X) 1+X2 1-— ( x2) - x2|<1 Z(

:i(—l)kX2k=1—X2+X4_X6+---:: p(x) ,
k:

=0
d.h p(x) ist eine Potenzreihe ir mit Konvergenzradius 1.

Nun wenden wir Satz (37) der Vorlesung Uber die gliedweise Integration von Po-
tenzreihen an:

. (-1) falls k=2l gerade y e

Mit & = { 0 falls kungerade } folgtfur p(x) = kz_c;akx
O A e N (_1)(5) +1 setze ( 1) W21 X X
P(X)_kzzc;k+1Xk - ; k+1Xk k=_:2I 2I+1 XT3 tEd
k gerade

ist eine Stammfunktion vorp = arctan . Nach Lemma (2.8)(b) der Vorlesung un-
terscheiden sich zwei Stammfunktionen auf einem Intervallum eine Konstante.
Nun ist natlrlich arctan eine Stammfunktion von arttahh. nach diesem Lemma
unterscheiden sich arctan uRdcauf dem Intervalll = R nur um eine Konstanté
= VY XxeR : P(x)—arctank) = C
Nun ist nach Teil€) arctan(0)=0 und P(0) =0 (einsetzen!)=—
0= P(0) - arctan(0)=C = P = arctan =

. ( 1) 2k+1 _ X3 X5
¥ XeR : arctan(o_ 2k+1 =X 3+51... g.e.d.
1 1 1 =y (1)K L
(h) Behauptung: % =1- 3 + £ 7 +...= 24 2(k +)1 Leibnizreihe

Beweis:

2k+1
* Teil 7T

k
1
Rein formal |stz:2k 1 Z(— )ka 1= arctan(l) -7

Der Konvergenzradius der Potenzreihaus Teil @) istgeradeR = 1 , d.h. der Punkt
R =1 liegt nicht mehr im Konvergenzintervall. Der Abelsche @@wertsatz Vorle-

; ; o (_l)k 2k+1
sung (519) besagt jedoch, dal3 im Falle der Konvergenz der Re@oezml

gilt:

im [ (GO MJ D a5 D

xT1 2k +1 2k+1 k=02k+1
= arctang)

Wegen der Stetigkeit des arctanRrund Teil €) also :
(L L

=
~2k+1 = 35

n . 1
1 arctan(1)= I)l(m (arctan)) = -3 +... g.e.d.



Die Zusatzaufgaben:

1. Mit vollstandiger Induktion:

(a) Behauptung: 3">n+1 (ne N)
Beweis:
Induktionsanfangn=1 : 3'=3'=3>2=1+1=n+1

Induktionsschritn > n+ 1 :
Induktionsvoraussetzung:"& n+ 1 gelte fur einn e N.
Dann:

3" -3.353.(n+1)=3n+3=n+2+@2n+1)>n+2 ged.
0
>

nin+ 1)(n+ 2) _

3 2 nNeN, n>2)

n
(b) Behauptung: Zk(k+ 1) =
k=2
Beweis:
Induktionsanfangin =2 :

2

2
Skk+1)=2-3=6=8-2= 274 5 MDA
k=2

3

Induktionsschrithn - n+ 1 :
nin+ 1)(n+2) _

n
Induktionsvoraussetzung: Fur eime N gelte:Zk(k+ 1) = 3

k=2
Dann folgt:

n+1

Zk(k +1)
k=2

Zn:k(k+ D+(+1)(Nn+2)=
k=2

nn+21)(n+2)
= f—2+(n+1)(n+2):

_ n(n+1;(n+2)+(n+1;(n+2)_3_2:
- w?)(n-kz)[n+3]—2=
_ (n+1)((n+1);1) (n+1)+2) _92 g.e.d.

2 .



2. Mit dem Binomischen Lehrsatz:

n
(a) Behauptung: 3" = Z(E)Zk (neN)
k=0
Beweis:
S (n 5 (n
N=(2+1) = Z(k)zk N Z(k)zk q.ed
k=0 k=0
(b) Behauptung: (1+x?)">1+ n(n - 1)x“ (XeR, neN)

2
Beweis:

Nach dem Binomischen Lehrsatz gilt fir> 2 :
n

ooen- Sl o - Sl
k=3

k=0
11-1

1.Falln<2 = n=1: (1+xX)'=1+x>1=1+0=1+ ( > )x“

n

-1
2.Fal:n>2 = (1+x)"=1+ e +(" x4+Z My > 1+n-x2+Mx4
1 2 L k 2
=
>0

nach Definition der Binomialkd&zienten. g.e.d.

3. Sei f : R — R eine lipschitzstetige Funktion.

() Behauptung: g : R > R, g(x) := f(X) + x ist lipschitzstetig.
Beweis:
f Iipschitzstetigﬁ AL>0VYV XxyeR : |[f(X)-f(YI<L-|x-Y (%).
er.

Dann folgt:

VxyeR 100~ g0l = (09 + ) = (1) + ) = [(F() = ) + (x =Yl <
sg'|f(x)—f(y)|+|x—y|(§)L-|x—y|+|x—y|=(L+1)-|x—y|.

=L
Also istg lipschitzstetig mit der Lipschitzkonstanten =L + 1 . g.e.d.

(b) Behauptung: Die Funktionh : R — R, h(x) := f(X) + x? ist im allgemeinen nicht
lipschitzstetig.
Gegenbeispiel:
Man wahle f = 0; die Funktionh : R — R, h(X) = x? ist nicht lipschitzstetig.
Zu zeigen:
VL>03xyeR 1 h(x) —h(y) > L x-y = -y > Ix-y| =
er.
X=X+ > L-x=W = X=VIX+Y[>LIX=y &= Ix+y>L
Zu beliebig vorgewahltenl > 0 sind also z. B.x := 2L, y := L geeignet, da dann
IX+yl=3L>L g.e.d.



4. Fur die angegebenen Folgen sind die Grenzwerte zu bastin

(a) Behauptung: a,:= V4"-n2 —— 4

n—oo

Beweis:

Esista,= V4. nz= V& Yn2=4. {n- Q/‘L”m 1.1=4

Denn nach Vorlesung gilt lim{/n = 1; ferner smd die Grenzwertsatze aus der Vor-
nN—oo

lesung (25) zu verwenden. g.e.d.

_ 2+ 3t
(b) Behauptung: b, := N 0

Beweis:
Esgilt 2+3>3" — V20430 V30 = [(3)2=3" —
2°+3n*  2+3n* 2"+3n* 20 _n (2)” nN* (ex) (2)” 2n

3

3

0<by= _2n+32n< = 3 =3 3§: 353 +3§

Ad (xx) : Esgilt n* <2" furalle n> 1920
denn: Furallen>5 :

S(n\ _ (n n! 1
2= (L+1y = kz;(k) ()= 5 gy = 5 - D0-20-30-9) (2
Nungiltfur 1<k<4 : n—k>g = g>k < n>2k
fur k=4 alson>4-2=8,d.h.n>9. Also:
n\ n5
Yn>9 : n(n—l)(n—2)(n—3)(n—4)>n-(é) 16
() 1 n
n - - —
= 2 nn-=1)Mn-2)(n-3)(n- 4)_120 16
Nun gilt:
1 n_5 n* & n>16-120=1920 =
120 16_
1 5 4
¥ n> 1920 : 2‘_16 120 >n

2\" 2" 2\"
Esgiltalsofurallen> 1920 : O<b,<|=z] +3-==4- — 0,
3 3 3] now

n
da Wegeng <1 die Folge(%) gegen 0 konvergiert (Vorlesung.@).

3n
(c) Behauptung: c, = (1 + %) — >

n—oo

Beweis:

23n
Cn:(l-l'r—]) =




Nun gilt nach Vorlesung :
n
VX€eR : (1+;—:) — e = 1+%) — €,

und mit der Produktregel fur konvergente Folgen erhalhma

ny3
(1 2)
n

— ()3 =€ g.e.d.

n—oo

5. Die folgenden Reihen sind auf Konvergenz hin zu untersaich

< 1
(a) Behauptung: Die Reihe g ————— ist bestimmt divergent gege .
1 V2

(b)

k2 -1
Beweis:
Esgiltfuralle ke N :

1 1
—_ & VAP -1<2k e 0<2k?-1<4k? < -1<2k?,
\V2K2 — 2k

und das ist wahr. Also:
1 1 &1
S = wa 222 2k

Nun konvergiert nach Vorlesung die harmonische Reihe- Z ” gegenco , also:

k=1
S, > h —— 00 = die RelheZ— divergiert bestimmt. g.e.d.
n—oo 2 1
R oo ( ,
Behauptung: Die Reihe Z ist konvergent
k
Beweis:
Da > 0 handelt es sich wegen des Faktord)X um eine alternierende
VkZ +1

Reihe; damit kann man das Leibniz-Kriterium verwenden.
Test der Voraussetzungen:

1 1
k+1P+1>K+1 = Jk+12+1> Vke+1 = < ,
v VKk+12+1  Vke+1
1
d.h. die Folge &)k Mit a := ist monoton fallend
" vkZ +1
1 1
K+1>k = Vkk+1>k = 0 < =8 < - =
vk2 +1 k
k—»ool
0 = 0
Sandwich- 1
= N — 0 = die Folge &)kav ist Nullfolge.
Damit folgt mit dem Leibniz-Kriterium die Konvergenz deriRe. g.e.d.



i k
(c) Behauptung: Die Reihe Z(—l)"% ist konvergent mit Grenzwert‘j—4 -1
k=1 '

Beweis:
Nach Vorlesung gilt:

VXeR : Zkl_e" hier also:

Z( oG Z( N :i#-lzi(_ﬁ) 1zt -1

g.e.d.

6. Fur die folgenden Potenzreihen sind die Konvergenerazgil bestimmen:

: S 1
(a) Behauptung: Die Potenzrelheg 2“x€ hat den Konvergenzradis= >
k=0

Beweis:
Mit dem Wurzelkriterium folgt mita, := 2%
1 1

Kk
Ya = V2k=2 R — — -
& = limsup{a, 2 a.e.d

k—oo

o0 k
(b) Behauptung: Die PotenzreiheZ (2) kIX¢ hat den KonvergenzradiuR = ©

:_)’.
Beweis:
M1 . o
Es war als Hlnwelsk IlmT =3 angegeben (ohne Beweis). Damit ergibt sich mit

k
dem Wurzelkriterium und mitay ;= (2) k!:

k Hlnwe|s3 1 1 e
\/ k' ,/ R ——MM8 M= — =~
k—>oo Iimsup{yak 3/e 3 a.ed
k— oo

(c) Behauptung: Die PotenzreiheZ4(k2)x" hat den KonvergenzradiuB = 0.
kc0
Beweis:

Sei a, := 4%) ; dann folgt wieder mit dem Wurzelkriterium:
W = Va¥) = 4%) =4 — 0 — R=0 g.e.d.

k— o0 \orl.
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7. Fur die folgenden Funktionen sind die Ableitungen zuibesen:

(@)

(b)

. . 2-1 o . .
Behauptung: Die Funktion f(x) := In(%) (x > 1) ist differenzierbar mit
4x

x4-1"

der Ableitung f’(x) =

Beweis:

2

- x--1 . . . o
Definiere g(x) := NI ; da der Nenner dieser Funktion immer grosser 0 ist, ist

g als rationale Funktion éierenzierbar mit der Ableitung

Quotienten- (X2 + l) . (X2 - l)’ - (X2 + l)’ . (X2 - 1) _
regel (X2 + 1)2

(¢ +1)2x-2x(x¢ - 1) _

(2 + 1) -
23 +2x—-23+2x  4x

(X + 1)2 T (@ + 1)

Weiterist g(X) >0 & ¥ -1>0 < [|x>1 = fur x> 1 istdie
Komposition f = Inog wohldefiniert, und mit der Kettenregel folgt:
g _ ax-0E+T)
g¥) @+ 1F (@-1)

g(x

Vx>1: f/(x)=(n"og)(x)-g'(x) = In"(9(X)-g'(X) =
4x 4x

T DE-1)  X-1 g.e.d

Behauptung: Die Funktion g(x) := (\/E)X .x¥2 (x> 0) istdiferenzierbar mit
V2

der Ableitung g'(x) = (\/Z)X . xV2 [m(\/é) *—

Beweis:

Man definiere:

u(x) := (\/Q)X = exp(xIn(V2)) ; diese Funktion ist auf gark definiert mit der Ab-
leitung U’ (x) = exp (xIn(V2)) - (xIn(V2)y = (\/Q)X -In(v2) , und

v(X) 1= x¥2 = exp(V2In(x)) ; diese Funktion ist definiert furx > 0 und hat die
Ableitung v'(x) = exg(V2In(x) - (V2In'(x)) = x¥2. % .

Dann ist auch die Produktfunktiog = u-v fur x > 0 differenzierbar mit der
Ableitung:

g09 = (u- V() "2

5 (V2 In(V2) X+ (V2) - x5 =

X V2
=(V2) x‘/élln(\/i)+7

PrOdu (%) - V(%) + U(X) - V/(X) =

g.e.d.

11



(c) Behauptung: Die Funktion h(X) := cos() (x > 0) st differenzierbar mit der
Ableitung h(x) = xC0S&°) [cos(xz)-%( —2xsin(x2)ln(x)] .

Beweis:

Setze t(X) := cos?) Kie;; t'(X) = —sin(x®) - 2x = —2xsin(x?)
regel

Ketten und

Dannistfurallex > 0 : h(x) exp(t(x) In(X)) = h=expo(t-In) =
roau
regel

h =(expo(t-ln))-(t"-In+t- In)_(expo(tln)) (t£+t’ln) =

Vx>0 @ h(x) = x05¢) | cose) - )—( — 2xsin(?) - In(x)l g.e.d.

8. Sei die Funktionf :]0,co[— R definiert durch f(x) = In(x)

(a) Behauptung: |i?(‘)l f(X) =—c0 A Ilim f(X)=0
X X—00

Beweis:
Es ist nach Vorlesung: l!)ilim(x) = —oco, d.h.
X

YK<03§>0V0<x<d :In(x) <K
Man setzeé := min{¢’, 1} ; dann gilt furallexe R mit 0<x<¢ : O<x<1

1
= ;(>1 und O< x<§ =

In K k< I . In
= V0<x<d: ﬂ < — K<0 K, d.h. nach Definition I|mﬁ = -0
X X x10 X
Um lim f() = 0 zu beweisen argumentieren wir:
X—o00
o (VY)" (V¥? (VX" X X
Vx>1:eW= =1+ Vx+ + >1+ VX+2=>=
g nz_(;n! AT nz_;n!_ V#3353 =
= -
>0

2 @) = Vx> |n(§) ING) - INR) = VX+In2)>In(x) >0 —

wachst 1 | |
1, In@) _ InG9
1 4/x X X
X
. . (1 In(2 .1 2
Nun gilt aber Ilm(— + M) = lim — + lim —= In(2) =0+0=0 =
X—00 X X X—00 \/)_( X—00 X
0< In(x) 1 In(2) 0
X \/)_( X x>0
Sandt oy 1N0OY_ 0 g.e.d.

Lemma X—oo X

12



(b) Behauptung: Die Funktionf hat an der Stellex = e ihren maximalen Wert.

Beweis:

Die Funktion f = :—3 ist fur alle x > 0 definiert und dierenzierbar mit der Ablei-
tung

1
(. Quotenten-id - I’ —ic! - In -2~ 1 g _ingy "
regel id? X2 X2
Nach Vorlesung ist eine notwendige Bedingung fur das Modeasein eines Extre-
mums auf einem Intervall (hier: | = ( 0, ) ), dal? dort die Ableitung verschwin-
det; man setze also an:
f'fX)=0 = 1-INX)=0 < InX)=1 < x=e

= Vx>0 : f'(x) =

Damit ist die einzige Stelle, an der ein Extremum vorlieganrk x = e . Es qilt:

YVO<x<e : Inx)<lIn(e) =1 ﬁ} f’'(x) >0 — f|(0, €] streng monoton

wachsend, d.hf(x) < f(e)

Ye<x : 1=1In(e) <In(x) ﬁ) f'(X)<0 = f

d.h. f(x) < f(e)

also: YO<x#e : f(¥ <I f((()a) l=> Im Punkt x = e liegt ein (globales)
n(e

Maximum vor mit Wert f(e) = = e g.e.d.

[e, ) streng monoton fallend,

(c) Behauptung: Die Gleichung

In(x)
X

(%)

. 1 : .
besitzt fury € (O, é) genau zwei Losungen, und fiy< 0 genau eine

Losung.
Beweis:
VO<x#e: f(x)<f(e):é.
Ferner:
fX)>0 = @>O = IN(X) >0 = x>1
xX>
Also:

YO<x<1: f(X) <0 (o)
Yi<x#e:0< f(xX)< f(e

. . , 1 1
(i) Sei nun zunachsy e (0, E) — 0O<y< —e;

(%)
Yx<1:f(x)<0<y = f(X)#y
Da f|(0, €] streng monoton wachst, ist aucﬂ[l, €] streng monoton wachsend

und f(1):0<y<%: f(e) fzszvtv?esgibteinge(l,e) mit f(¢) =y, und da
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f|[1, €] injektiv ist, gibt es fur die Gleichung&) genau eine Losung in (6].

Nach Teil ) ist f|[1, o0) streng monoton fallend; also kann es in diesem Inter-
vall hochstens eine Losung der Gleichurg) @eben. Andererseits ist nach Teil
(b) lm f(x) =0,d.h.mity >0 gibteseinK >0 so dal3:

¥Vx>K :0< f(x)<ye+?>K f(e+K)<y<%: fle) =

f§g3 £e(ee+K): f(X)=y = es gibt genau eine Losung fur die

Gleichung &) im Intervall [e, ).

Insgesamt gibt es also im Intervall ,(0) genau zwei Losungen furs) .

(i) Seinuny<0;
furalle x>1 : f(x) >0 = f(x) #y = es gibt dort keine Losung.

f|(0, 1] ist streng monoton wachsené= es gibt hochstens eine Losung fur
die Gleichung &) im Intervall (Q 1]

Da Iilryf(x):—oo = d0<d6<1V0<x<d: f(X)<y =
X

f(g)<y< f(1):of§gage(g,1) f() =y

Es gibt also genau eine Losung fir die Gleichung) (im Intervall (Q o)
g.e.d.
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