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Fiir die folgenden Aufgaben werden wir insbesondere diese Aussagen der Vorlesung verwen-
den:
(1) Vz €R : Die Folge (ay)nen mit a,:= (1+ %)n konvergiert, d.h. die Funktion
exp : R— Ry ; exp(x):= lim (1 %)n ist wohldefiniert.
n—oo

(Vorlesung 2.21))
(2) Vaz,y € R : Die Folge a,, := (1 + L + %)n konvergiert und es gilt:
n o n

) r  y\"n T\
lim (1 + -+ ) = lim (1 + —) = exp(z) (Vorlesung 2.23))
n

n—00 n2 n—00 n

(3) exp : R— Ry ist bijektiv und erfiillt die Funktionalgleichung

Va,y e R : exp(z+y) =exp(x) - exp(y) (Vorlesung 2.21) und 2.22))
(4) In : Ry — R ist die Umkehrabbildung zu exp und erfiillt die Funktionalgleichung

Vu,v>0: In(u-v) =1In(u) + In(v) (Vorlesung 2.23)
(5) mp, 25 ¢ = exp(xn) —— exp(€) (Vorlesung 2.22)e))
(6) Yn,n>0und y, —sn = In(y,) —— In(n) (Vorlesung 2.23)e))

37. (4 Punkte)

1 n+1
a) Behauptung: lim (1 - %> =

n—oo

Beweis:

(siehe (1) mit z = —1/2).



b) Behauptung: lim /nln(n+2) —nln(n) = 2
n—oo

Beweis:

(4)

n(In(n+2) — In(n)) = nln (””) _ 1 (””)n —In <1+i>n

2 n
Wegen (1) gilt aber <1 + > — et =

2 " n—oo
?ln(qu) —)111(62):2:>

Vnln(n +2) —nln(n) = 4 /In <1 + Z)n D70, V2

2 n
. ne—n 1
¢) Behauptung: nh_}rrgo <n2 n n) ==

Beweis:

<Z§;Z>n: [mr: nfbi—l

2n n
+n"+1 1
d) Behauptung;: nh n —(n2 ey =

("2+"+1)n_<n2<1+i+;2>) 2 (

Esist firallen e N : n2">n">n>1 = <

weshalb der Einschliefungssatz liefert:

1
Iim — =0 = lim—n lim — =0

n—oo n n—0o0 1 n—oo n2

1 n—oo

Damit folgt fiir den Zéahler: 1+ —n + = —
n n
Fiir den Nenner setze in (2) x =1 und y =1 ﬁ
2
< 1 1 )n n—oo 1
:> 1 + - + 72 —> €& = €
(2) non
n? 4" +1 o 1
(n?+n+1)" e

)

1
7

S

—14+0+0=1



38. (4 Punkte)

a) Behauptung:
Beweis:

Aus der Vorlesung ist bekannt:

1\" n
() e = lim <1+n> = lim Y} %

n—oo

1 n
(B) Die Folge ((1 + ) ) ist monoton wachsend und es gilt:
n neN

1 n
(v) VnEN:2§(1+n> <e<3

Zur linken Seite:

n
mit Induktion iiber n € N : (ﬁ) < n!
e
. 1\' 1
Induktionsanfangn =1 : e>2>1 —= (-] =-<1=1!
e e

Induktionsschritt n - n+1 : .
n
Induktionsvoraussetzung: Es gelte fiir ein n € N : (—) <n!
e

n+1

n+1
Zu zeigen: < ) < (n+1)!

(n+1)!:n!.(n+1)lzv(g)”-(nﬂ)

Es bleibt zu zeigen, dafi  (n+ 1)! > E)n (n+1)> <n + >
e e
Nun gilt aber

ny\" n+1\"" n" (n+ 1)nH
(%) ‘(”“)2< c ) = o=

< e-n"(n+1)>(n+1)"*!

_en+1
e>(n+1)"+1_(n+1)n_ n+1\" 1+1 "
~nt(n+1) nan n N

und das gilt wegen (7). q.e.d.

Zur rechten Seite (wurde bereits im Tutorium bewiesen):

1 n+1
Induktion nachn e N : n! < %
e
1 1 141 4
Induktionsanfang n =1 : 1! < # <— 1< - <— <4
e e
und das gilt mit (7).
Induktionsschritt n - n+1 : .
1 n
Induktionsvoraussetzung: Fiir ein n € N sei n! < %
e
Zu zeigen: (n+1)! < (en—ir)l
n+ 1)+ n+1)"+2
v e e



(n+1)n+2 ! (n+2)n+2
en S entl1

Bleibt zu zeigen:

Nun gilt aber:
(n—|— 1)n+2 (n—l— 2)n+2
en S en+1

n+2 n-+2 n+1 1 n-+2 1 n+2
= = + =(1+
n+1 n+1 n+1 n+1

1 n+1
und das gilt wegen Aufgabe 40)b), wo gezeigt wird, daf die Folge (<1 + n) )

+2
. n+2 n+2 (n+2)n _
e (n+1)"*t* < (n+2) = e< )

neN
1 n+1
monoton fallt mit Grenzwert e, d.h es gilt fiir allen € N : e < <1 + > ,
n
n+2
also auch e < <1 + ) q.e.d.
n+1
1, 1
b) Behauptung: lim —{/n! =~
n—oo n €
Beweis:
n 1 n+1
Nach Teil (a) gilt: (ﬁ) < n! < % (n e N)
e e
n n+1
er - - en
1 1 nm". 1 1 1\" 1
e n" n" en n er

1 ! 1 1 1
—= -< ,"/n=W§<1+>-\“/n+1-
e nn n n e

n-te Wurzel

1 — -
Mit <1 + > L7251 und e+ 1251 (Tutorium) folgt:
n

IN

1 1
1n/ 1+ — nrn_i_lf
n n! < < n) V1 e

n—00 n—0o0

R e I
S e ——

so dafl mit dem Sandwich-Lemma die Behauptung bewiesen ist.

¢) Behauptung: lim ¢/ (27?) =4
n—oo

Beweis:

. (2n> . (2n)! _ {/(2n)! _ v/ (2n)! _
\/ n ) pet. \| n!-(2n —n)! Y/(n)2 (n n!>2 erweitern




: 2 2 2 2
erweitern (W) n (1 N n'> n

Nun gilt wegen Teil (b):

1 2 1\?
< W) LN < ) und
n €

v _| "(2””)2_4 (/@)
o n’ o 4n?
-+ (avem) = ()

1
Dies gilt, weil die Folge <2 R/ (2n)!>
n
1
gegen — konvergiert (siehe Teil(d)).
e
Also:
n (2n> . 1 ) vV (2n)! oo

n

1
als Teilfolge von < v n!> wie diese
n

neN neN

d)  Hier sollte der Grenzwert aus Teil (¢) mit Hilfe der Stirlingformel
|
lim nnni =1 bestimmt werden.
n—oo
<—> 2mn

(&

Wie oben ist { <27:7> = {] Ef:));

Wir verwenden den Folgenterm der Stirlingformel:

n! (2n)!

= T e = = =
(7) vem < ) dmn

(27? ) - 272:))2' erweitern




:a2n.[<%>2” 4m], <e)n.2m L

= a2 o — = —_— =
" a% n\ 2n kiirzen a% n2n . \/4m72n2
— 2mn
(&
_agn_22n_ 1 _agn_4n. 1 1
a2 Vo a2 T\/n

Damit folgt:
n 2 n a% \/77- \/ﬁ

@ " VR

Nach Voraussetzung gilt — a, —— 1.
Im Tutorium wurde gezeigt: /@, —— 1
Damit gilt auch fiir die Teilfolge (agn)neny @ Z/ao, Sy |

Ferner:

1 n—oo

nf_ -~ N0 4 (Vorlesung 2.7)c))

N
Vn Yn VL 26)a) | ¥/n

Also:
2
n 2n)_ '(QM) ',LL, I nooo LZ 1
(n —4 i v A= aed

. . . n—oo . . .
Wiederholen wir den Beweis zu  {/a, ——— 1 aus dem Tutorium, gleich in

allgemeinerer Form:

Behauptung: Ist (b,),en eine reelle Zahlenfolge mit b, ——— b > 0, so gilt
b, —25 1.

Beweis:

Nach Definition gilt:
bp —"25h <= Ve>03INENVneN: n>N = |b,—bl<e (%)
Dabei gilt |b, —b| <€ <= b—e<b, <b+e¢

Wihle nun € := 3 dann gibt es wegen (x) ein N € N, so da8 fiir alle n > N gilt:

0<é:b—e<bn<b+e:3—b:> "é < Vb, < "ib
2 2 2 2
1 1

n—oo

Damit liefert das Sandwich-Lemma die Behauptung: /b, —— 1 q.e.d.



39. (4 Punkte)

40.

Behauptung: Der hyperbolische Sinus sinh : R — R ; x — sinh(z) :=
ist bijektiv und hat die Umkehrfunktion
sinmh™! : R—=R; y»—>ln(y—i—\/y2—i—1>

Beweis:

Zu zeigen ist: Die Funktion sinh ist

surjektiv <= zu jedem y € R gibt es mindestens ein x € R mit y = sinh(x),

injektiv. <= zu jedem y € R gibt es hochstens ein z € R mit y = sinh(z),
insgesamt also:
VyeR I z eR : y=sinh(z)

Sei also y € R; gesucht ist ein z € R mit:

8

7$

y = sinh(x) = c — = 2y=2¢e" —e$<_e:x>2ye$:(ex)2—1<:>
— (") —2-e* =1
— (") -2+t =92 +1 (quadratische Ergénzung)
= (e —y)P=9y>+1
e —yl= Vi +1
= =yt V121 =

Da fiirallez € R e* >0 ist, mul e* =y ++/y2+1>0 gelten.
Da aber fiir alle y € R:

V<4l = |y <Vii+l = y< Vi +1l =
— y—V1y2+1<0

ist also y —y/y? +1 < 0 immer wahr, weshalb

(&) = e*=y+/y2+1
<— z=In(y++y>+1)

Damit ist also sinh bijektiv und seine Umkehrfunktion ist bestimmt durch

sinh ™! =In(y++y>+1 q.e.d.
(4 Punkte)

Fir a >0 sei a” :=exp(zln(a)) die Exponentialfunktion zur Basis a.

(a) Behauptung: (ab)” = a®b” (a,b>0, z € R)

Beweis:

und

(ab)* = exp(zlIn(adb)) = exp(z(In(a) + In(d))) = exp(zIn(a) + zIn(b)) =

Def. (4)

n exp(xIn(a)) - exp(z In(b)) = a® - b* q.e.d.

(3)



(b) Behauptung: (a*)Y =a™¥ (a >0, x,y €R)
Beweis:

Da a* = exp(zIn(a)) >0 ist (a®)” wohldefiniert.

(@) = explyln(a®)) = explyln [exp (21n(@) ]) = exp (y(wn(a))) =

=idR

= exp(zyIn(a)) = a™

(¢) Behauptung: log,(z¥) = ylog,(x) (1#a>0, >0, yeR)

Beweis:
I In(x)
Nach Vorlesung 2.24)d) gilt fir alle 1 #a >0und x > 0: log,(z) = n(a) ()
n(a
Also:
In(xY) In(exp(yIn(x))) yln(x) In(x)
1 Yy — — = = = I
Oga(l' ) (*) ln(a) Def. ln(a) In o exp=idRr ln(a) yln(a) (%) y oga(x)
q.e.d.
1
(d) Behauptung: log,(z) = 08,(2) (1#£a>0,1#4b>0, 2z>0)
logy(a)
Beweis:
In(x)
" Taz1In(a) AL In(a) Def. logy(a)
In(b)

(e) Behauptung: Seien (a,)nen und (by,)nen konvergente Folgen reeller Zahlen mit
anp >0 (neN) und a:= lim ap, >0 und lim b, =b € R. Dann gilt:

n—oo n—o0
b lim by, b
lim a," = (hm an) T =aq
n—oo n—oo
Beweis:

a’» = exp(b,In(ay,)). Ferner:
Def.

ap, >0, a= lim a, >0 = In(a,) — In(a) oo
n—oo (6) = by In(a,) —— bln(a)

b n—oo b . lim b,
= a.* = exp(b,In(a,)) —— exp(bln(a)) = a’ = (hm an)”*"o q.e.d.

(5) n—00



(f) Behauptung: Die Aussage in (e) ist im allgemeinen falsch, wenn lim a, = 0.
n—oo

Beweis:

Wir miissen ein Gegenbeispiel konstruieren, so daf:

VneN : an>0undanﬂa:0, bnﬂbeR, aber
lim by

lim alr # (hm an>"ﬂo° =ab=0"

n—oo n—oo

Fiir b¢ Ny ist 0° nicht definiert, und fiir b€ N gilt: a® = 0° = 0 und zugleich
fir a, >0 : b,ln(a,) ——s —0co, denn:
0<a, 2220 & In(a,) - —oo, d.h. nach Definition 2.25 der VL:

2.26)d)
VM>03npe NVneN : n>ny = In(a,) <—-M (k).
Ferner:

b, ——b>1 D:f> dANeNVneN: n>N —
el.

b b b
= | |b— by <5 = b—bn<§ = bn>2].
2M
Ist nun ng € N so gewihlt, daf fiir alle n > ng : In(ay,) < % geméfB (%),
b 2M
so folgt fiir alle n > Ny :=ng+ N : b, > 3 und In(a,) < — -

da, b b 2M Def. VL n—o00
b, -In(a, —-In(a, — ) =-M bpIn(a,) ———— —
ln(a:n)><0 n(a,) < 5 n(a,) < 5 ( 2 ) 2:2>5) n(an) 00

Damit nach Vorlesung ab" = exp(b,In(a,)) —— 0 = 0°, weshalb also fiir

b € N die Aussage aus (e) richtig ist. Ein Gegenbeispiel ist also nur fiir b = 0
moglich.

Sei also b = 0.

1. Beispiel:

- 1 .=
Weil 0° = 1 wihle a,, := — 2L 0 und by, = — 2250,
e n

Dann folgt:
b — exp(bu In(an)) = exp(~ - In(e ")) = exp(~ - (~n2)) = exp(—n).
n n

Nach Vorlesung 2.26)b) gilt lim e* =0, also lim exp(—n) =0, d.h.
r——00 n—oo
lim a’» = 0# 1 =00
n—oo
2. Beispiel:
1 s 1
an::—nuﬂ) und b, == —
e I
abr = exp(= -In(e ™)) = exp(— - (—n)) = exp(—1), d.h. abr =25 = £ 1 =0,
n n e

n—oo

0 —



1 n
41. (a) Behauptung;: <<1 — > > ist monoton wachsend.
neN

n

Beweis:

7 zeigen ist:

1\" 1\ : 1\" 1
VneN: ([1—-=) <|[1- (ngte 1 —-=) <1-— )
n n+1 Wurzel n n-+1

Dies beweisen wir mit Hilfe der AGM-Ungleichung (xx) :

nhd <1—1> :”“1-(1—1) < 1+Z<1—1>
n n (%) n+1 P n

—_—————
(n+1) Faktoren

LIy -2 ! (1+n—1)
= n - _—— = n — =
n+1 n n+1
_(n—l—l)—l_l 1

n+1 n+1

1

Dabei gilt in (xx) ,< “, weil die Faktoren 1 und 1 — — verschieden sind, d.h. die
n

Folge ist sogar streng monoton wachsend.

1 n+1
(b) Behauptung: (cp)nen :i= ((1 + ) ) ist monoton fallend.
n
neN

Beweis: (Mit Hilfe von (a))

Firn e N, n > 2 gilt:

o <1+i>n+1 B <n_£1>”+1 B < n1>“+1 B ((n+1)11>”+1 B

also ¢, < ¢, fiir alle n > 2.

1 n+1 1 n
Dabei gilt (&) wegen Teil (a) : (1 — > > (1 — ) , da die Folge in
n

n+1
(a) ja monoton wéchst. q.e.d.

10



1\" 1 n+1
(c) Behauptung: VneN : <1+ > §e§<1+>

Beweis:

1 n

Nach Vorlesung gilt: ((1 + ) > ist monoton wachsend mit Grenzwert e,
n neN

insbesondere also:

1
VneN: (1 + n) < e, d.h. die linke Seite der Ungleichung.

Zur rechten Seite:

1
Nach Teil (b) ist die Folge ((1 +—
n
R [
n

1\ 1\" 1

<L%> :Q+>-Q+>ﬁi&e¢:a
n n n
——

1 n+1
Damit folgt Vn € N (1 + ) > e, da aus der Existenz eines N € N mit
n

n+1
> > monoton fallend und es gilt mit
neN

N41
(1 + N) < e folgen wiirde, daf§ fiir alle n > N :

1 ntl monoton 1 N+l Sandwich- 1 N
14— < 1+ <e T— e< |1+ — <e fl
n fallend N Lemma N

11



