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26. (4 Punkte)

a)

Es ist mit vollstandiger Induktion zu zeigen:

VneN : nl >t

Beweis:
Induktionsanfang: n =1 Esist 1!=1>1=20=21"1

Induktionsschritt n — n + 1
Induktionsvoraussetzung : Es gelte fiir ein n € N : n! > 27!

Dann ist

n+1)! = (n+1) -n
> (n4+1)-2"1 (denm:n!>2""! — (n+1)-n!>m+1)-2"7h
v n+1>0
> 2.9l (dennin>1=n+12>2)

271 — 2(n+1)71

Es ist mit vollstdndiger Induktion zu zeigen:

n
k 1
3 <m+ ) _ (”“L”* ) (m,n € N)
k n
k=0
Wir kénnen die Behauptung auf zweierlei Art lesen (nebeneinander stehende All-
quantoren darf man vertauschen):

VneN [VmeN : éo(m;’f):(m+n+1)] (%)

n

VmeN [VnEN : kio (") = (m+:+1)] ()

Dem entsprechend kann man die Induktion iiber n oder iiber m machen. Was

glinstiger ist, entscheidet sich meist im Induktionsschritt, und der erscheint in
n+1 n
der Variante (x) einfacher: Wir miissen eine Summe ) a; auf eine Summe ) a;
i i
n+1 n

zuriickfithren, und das ist durch Aufsplitten der Summe in ) a; = > a; + an+1
; i

K3
recht einfach. Wir machen also Induktion nach n gemifl Variante (x).

Induktionsanfang: n =1

1
men s £ (7 ()" B s omea® (77



Induktionsschritt : n—n-+1

n
Induktionsvoraussetzung : Es gelte fiir einn € N [V meN : (m]jk) = (m+"+1)]
k=0

n

n+1
L , +ky _ (m+(n+1)+1
Zu zeigen ist: Vm e N : kz—:o (M =" (nn-i-l) )

Es gilt:

n+1 n
. m+k B m+k m+ (n+1)
vaN'§:<k > N kﬂ< k>+< n+1 )
<m—|—n—|—1> (m+n+1)
+
n n+1

Aufg.26 oder m+n+14+1 . m+(n+1)+1
0.13 Vorl. n+1 N n+1

v

27. (4 Punkte)

a) Sei f : I — R lipschitzstetig und es gebe ein R 5 § > 0 so, daf3
|f(x)| >0 firallex € I (x).
Behauptung: Die Funktion % (x € I) ist lipschitzstetig auf 1.

Beweis:

Zunéchst ist die Funktion % wohldefiniert, da fiir den Nenner f(z) wegen

|[f(x)|>6>0 f(x)#0 ist.
f ist lipschitzstetig, d. h. IL>0Vax,yecl : |f(x)— fly)| < L-|v—y| (%%

Zu zeigen: 3 L1 >0V zx,yel : ‘ﬁ—ﬁ‘ < Ly-|x—y|
Seien also x,y € I beliebig gewé&hlt; dann gilt:
‘ N ‘ B ’f(x)—f(y)‘
flx)  fy) f@)- fy)
1
< Lz —y
S F@w L
< 5y
S ) r—y
ORNS
=:L1>0

wobei (&) gilt wegen () : |f(z)| > 6> 0und |f(y)] > 6> 0=
|f(@)f(y)] 252>0:>m < 52

Damit ist die Funktion ﬁ lipschitzstetig auf I mit der Lipschitzkonstanten
1



b) Esseifira>0 I:=[a,00]

Behauptung: Die Funktion f(z) = % (x € I) ist auf I lipschitzstetig.
Beweis:
Zu zeigen: 3L >0V z,y>a : ‘%—%‘ <L-|z—yl
Seien also x,y > a beliebig gewahlt; dann gilt:
1 1
s@ -1 = [3-1)
Yy—x
_ ‘ ¥
1
@ @
~—
=:L>0

Dabei gilt (&) wegen z,y>a>0= z-y>a’ >O:>:Ely<l2

28. (4 Punkte)
Es sei im Folgenden £k € N, k> 2 und R> a > 0.

a) Behauptung: f : [a,00 [— R : f(z):= {/x ist lipschitzstetig auf I.
Beweis:
Zu zeigen: 3L >0Vax,y>a : [z — &y <L-|x—y

Wir benutzen die fiir alle u,v € R giiltige Beziehung;:

ut =t (Z ulyt l) = (u—v) (u’“’l Fu 24w 4 fu’H) (%)

Beweis dafiir:

k—1
distr.
u_,U(E:ulkll) :U'E:lkll E:ulkll
=0

distr §u1+1vk1l _ ZulkalflJrl
=0 1=0
k—1 k—1
_ Z uH k(1) . Z wlok!
1=0 =0
Indextransf.

0<I<k-1<=1<I[+1<k
ersetzel+1 durch [

_ Zul k—1 Zuz k-1
= (Zul k=l 4 gk k= k) _ (uovko_i_kz:luk,ukl>

Y



k_ k
Daraus folgt fiir alle u,v >0 : u—v = —4—=Y (%)

k-1
Z ulvk—l—l
=0

Nun setzen wir u := {/z und v := ¥y fiir unsere z,y > a > 0, d.h. es ist Wk =z
und \k/@k =y, und die Formel (xx) liefert:

k/ok ok
|{c/5_ W‘ = k—1 f \/g
> (Y (g

1=0
lz—yl |z
2 k-1 k—1
(%) Z(%)k—l (\k/a)k
1=0 1=0 Va

Dabei gilt (&) wegen
By > a>0 = YE YT > Ya— (V) (D2 (Ve (Va) =

Vorles.
({c/a)l—&-k:—l—l — (\k/a)k:—l
Also ist f(z) = {/x lipschitzstetig auf I = [a, o0 [ mit der Lipschitzkonstanten

= Va

=~ %a

Behauptung: f : [0,00[— R : f(z):= ¢z ist nicht lipschitzstetig auf I.

Beweis:

Es ist zu zeigen: VL > 032,y >0 : [{z— ¥y| > L |z —y|

Aufgabenteil a) sagt aus, daf fiir jede Wahl von a > 0 fiir die linke Grenze des
Intervalls [a, co[ Lipschitzstetigkeit vorliegt. Es liegt also nahe, als kritischen Punkt
in der Lipschitz-Abschéitzung den Punkt 0 zu vermuten.

Zu festem, aber beliebigem L > 0 setzen wir also y := 0 und suchen ein x > 0, fiir
das |{/z — V0| > L - |z — 0] <= | /x| > L - |2| erfiillt ist:

k
17| > L || “E2% ¢ = (§2)% > (L 2)F = LF . ok E2 (%) S P

L>0
k—1 1 k
—0<ar< ”(f)

/ k
Man wéhle also zum Beispiel fiir zg = 5 " (%) ; dafiir gilt dann wie gewiinscht
¥xg > L - xg.



k
Wir muflten aber nicht y = 0 setzen. Der Ansatz x,, = Q—k, Yn = Lk fiir ein noch
n n

zu bestimmendes n € N liefert zum Beispiel:
ok 1

| /0 — &yn| = %—%‘:%>L-|xn—yn|Verlngerba7“e: i 3

n
k k .

L2l et oo s pooh 1) Sy s YT (2R ).
n

Man wéhle also ein solches n € N, und dann gilt fiir die zugehorigen x,,, yn

| /20 — &Yn| > L |0 — ynl

1
<:>ﬁ>

29. (4 Punkte)

a) Seien A1, Ay die Losungen der quadratischen Gleichung x? = z + 1. Dann gilt:

Behauptung: Fiir beliebige A, B € R erfiillt die Folge a, := A- A} + B - A}
(n € Np) die rekursive Beziehung a,+1 = ap +an—1 (n € N).

Beweis:
Daf3 diese Beziehung fiir beliebige n € N erfiillt ist priift man einfach durch Ein-
setzen nach:

antan1 = (AN +B- X))+ AN 4B AT
= A QATHANTH+HB-(A5+A7)

= A XL O+ )BT (Mg 1)

——— ——

=\2 =X2

= A AL M4BT
= AN+ BT

Def.
=  Qp+1

Dabei gilt die Gleichheit bei (*), weil A\; und Ao Losungen der Gleichung 2% = z+1
sind, d.h. es ist )\% = A1 +1und A% = Ao+ 1.

Es sind A, B € R so zu bestimmen, daf8 die Folge (an)nen, die Fibonacci-Folge
darstellt, die durch die Rekursionsvorschrift
=1
(%) {ag AN VneN : app1 =an+ an-1
CL1:1
definiert ist.

In Teil a) wurde gezeigt, daBl unabhingig von den Startwerten agp und a; der
Rekursion die Festlegung a, = A- A} + B - A} fiir jede Belegung von A, B der Re-
kursionsbeziehung a1 = a, + ap—1 geniigt. Bestimmen wir also die Konstanten
A, B gerade so, daf} die Folgenterme a,, fiir n = 0 und n = 1 auch den Anfangsbe-
dingungen der Rekursion geniigen, d.h. gilt:

l=a=A-\N+B-\)=A4+B

1:a1:A-)\%+B-/\%:A)\1+B)\2

so erfiillt die Folge (an)nen, sowohl die Anfangsbedingungen in (%) als auch die
Rekursionsvorschrift, wie in Teil a) gezeigt wurde.



Zu l6sen ist das Gleichungssystem

1= A+ B

1=A\N + By
Die )\; sind Losungen der quadratischen Gleichung 22 =z + 1 :
x2:x+1<:>x27x:1<:>x272-%-33+%—i:1<:>
S -2t - =L sl =t P = LS

Also sind A = % und Mg = % die gesuchten Losungen.

Damit ist

(%) F“&gf—ﬂ%ﬁ

AL+ Ag = L5 4 1VE g

Damit folgt:
1=AMN + Bl = AN + BX\ — B\ + By = (A+B))\1—|—B'()\2—)\1) =
~——

=1

:/\1+B'(/\2—)\1) - —\/5'321—)\1 :>B:—L/\2
—_—— (%) ~—— (%) V5
-5 =A2
Ferner: *
A—|—1B:1:>A:1—B:l—l-%)\gzﬁ'(\/g—l—)\z):%'(()\1—)\2)—#/\2)
Ergebnis:
_ 1 . 1+v5
A_% A \2[\/5
_ 1 _ v/5-1
B=-Fh=%%

c) Behauptung: Fiir die Fibonacci-Folge (an)nen, gilt:

1
lim Gn+1 A = + \/5

n—oo 2

Beweis:
Wir benutzen Satz 2.7)e) der Vorlesung: |[¢] <1= lim =0 (k).
n—oo

Gn+1 nach b) A)\?+1 + B)\ngl
an N AN + BAj

n+1
n [A)g 1+ B2 ]

PlA+ B
4+ 5G]

Kiirzen

Nun ist hier



Ao e SR/ W/ T s W O el S |
1 14+/5 Vo+ VBl VE-1 1 )
denn es ist

7(\64_1)2<1<:>(\/5—1)2<4da<£>>1\/5—1<2<:>\/5<3<:>5<9

Damit aber gilt nach ()
n e
() =0

A+B-<’A\—f)n XL A2

(**) Ao\ n—00
A+ B (32) e AN
A2\ "
AMi 4+ By - | —
Vorles. L 2 <)\1> n—oo AAl =\ d
+ A = 1 g.e.d.
250 44 p. (22
A1

30. Essei BEN, B>2 R>z=7mits, teN, s<tund s,t teilerfremd.
a) Fiir den in der Vorlesung vorgestellten Algorithmus zur Bestimmung der B-adischen
Entwicklung von x , d.h.
apg =2
21 = [Bay]
Af41 = Ba; — Zk4+1 fir k € Ny

gilt, dafl [ € Ny und p € N existieren mit
Vk>1: apyp=ar und Vk>I1: zp4p =2z
d.h. in der Periodenschreibweise ist x = 0.2122... 22111 - . - Zi4p, sofern mindestens

ein zx #0 mit k € {{+1,...,0l+ p} existiert.

Beweis:

Erinnerung: Nach Vorlesung 1.17)b) gilt

(1) axr=DB-ag-1—[B-arp-1] €]0,1[ (fir k € N) nach Definition von |- ]
(2) z,€{0,1,....,.B—1} (furkeN)

(3) = xxB*4a,-B™ (fiirne Ny).

k=1
Wir zeigen zunéchst fiir alle k € Ny @ ay € {0, %, e %}
Beweis:
Entweder: direkt mit Hilfe der in der Vorlesung gezeigten Aussagen zur B-adischen
Entwicklung:

Fiir alle k € Nist 0 < aj, = B - ap_1 — 21 5 B-ap_1 — [B - ap_1] 51

1) 1
<

t:>0> 0<tap <t (4)



k ) k-1 .
Wegen (3) gilt: ax-B*=2- 3 2;B7 = a, = B"*- <33 - > sz]>
j=1 j=1

k—1 ) —s k=1 .
—t-a, =tB". <$ - Zl ZjB_j> = tBFs —¢. 21 z;BF I =
j= j=

k-1 ,
=Bks—t- Y z;B*¥ I eZ
j=1

(denn in der Summeist 1< j<k—-1<k=—k—j >0, also B¥7 € N,
ZjGNo, SEN).
Damit also 0 < tay <t € Nund tay € Z = tay € {0,...,t — 1} =

ake{O,%,...,%} q.e.d.

Oder mit Induktion:

Induktionsanfang k=0 : ap =z =%=s-1€{0,...,1}

(da s € Nund s < t).

Induktionsschritt k +— k41 :

Induktionsvoraussetzung:  Es gelte fiir ein k € Ny : a;, € {0, %, cees %}
Dann folgt:

ax+1 = Bap — zp4+1 und zp41 = [Bag)] D:ef> 2p+1 < Bag < zpp1 +1 =

fg tzpr1 <tBap <tzpy1 +t=—= 0< Btay —tzp41 <t (5)

Nach IV ist Ng 2 tap und 0 < tap <t —1—

0<ta =t-(Ba —z = B ta, —tz <t—

< tagt1 (Bag — zj41) b S
€Np

—_———
€L

= tay € ZN[0,t[={0,....t —1} = aq, € {0,1,..., 2}  qed
Nun zum Beweis von a):

Es ist a; € {0, %, cee %} fiir alle k € Ny, und diese Menge enthélt genau t Ele-
mente. Da es aber unendliche viele Indizes k € Ny gibt, fiir die die Werte ay
angenommen werden, mufl es mindestens zwei Indizes pu, v € Ny geben mit v < p,
fur die a, = a, gilt (wéren alle a; verschieden, so gébe es ja unendlich viele Werte

fiir die @; und nicht nur ¢ Stiick). Dann gilt aber:

VieNy @ apy; = Qpti (6)

denn mit Induktion nach ¢ € Ny
Induktionsanfang ¢ =0 : ay,10 = a, = ay = a,40
Induktionsschritt ¢ — ¢+ 1 :
Sei fiir ein ¢ > 0 schon bewiesen, da a,1; = ayy;  (IV).
Dann folgt:

1 v Def.
Aypitl Up. ayti — [B - aysi] = B api — B api] = apyitn qed.
Definiere nun

l'=veNy und p:=p—rveN

Dann gilt fiir alle k >l =v

Def. - k—v>0
Uktp = Chkt(u—v) = Cpt(k—v)



Ferner gilt fiir alle £ > [ :
by 2B arp1) = B array) =0 [Brap1] E oz qed
Der Algorithmus aus a) 148t sich in der Gestalt

so=35; Bsy =1t zky1 + sg+1 mit k € Ny, s, € Ny

darstellen, worin s, € {0,1,...,¢t — 1} und a = .
(Ganzzahlige Division von Bsj, durch ¢ mit Rest)

Beweis:

Im Beweis des Hinweises unter a) wurde eigentlich bereits alles gezeigt.

Wir setzen sg = s =t - ag = tx wie gefordert. Ferner:

s 1=t - ay fiir k > 0. Dann gilt insbesondere aj, = 2.

In obigem Beweis wurde bereits gezeigt, dafl tap € Ny und 0 < tap <t — 1. Dann
folgt mit (1) oben:

tag41 =1 - (Bak - Zk+1) =tBaj — tzg41 = B(tak) =12k41 +tag+1 =

ef. sp
Bsp =1t- 211 + Skt1-
Da dabei 0 < s <t—1 gilt, handelt es sich um die eindeutig bestimmte Division
von Bs; durch t mit Rest.

Zur Division mit Rest:
Fiir beliebige a € N, b € Ny gibt es eindeutig bestimmte ¢ € Z, r € Ny mit:
b=qg-a+r mit 0<r<a

Beweis:

Definiere M := {b—i-a | i € Z Ab—ia > 0 } C Ny. Dann gilt wegen b = b—0-a > 0,
daBB b € M, d.h. M nichtleere Menge natiirlicher Zahlen, und damit besitzt M ein
Minimum 7 := min(M). Dann gibt es nach Definition von M ein ¢ € Z mit
r=>b—qa.

Wiére r > a, sob—qa:r2a=>r:b—qa>b—q—a:b—(q+1)a20D?>M

r>b—(qg+1)a € M, was der Minimalitdt von r in M widerspricht. Also mufl

r < a gelten, dh 0 <r < a, und b= qga+ r ist eine Zerlegung der gewiinschten

Art.

Zur Eindeutigkeit:

Wenn es zwei Zerlegungen gibt, d.h.

b=qga+rmit g € Zund 0 <r < a und

b=qa+r  mit g €Zund 0 <r; < a,

so sei ohne Einschrinkung r >r=—=0<r —-r<a—r<a (%).

Dann ist

0=b-b=(ag+r)—(aq1+m)=alg—q)+(r—m)=alg—q)=r1—-7r=>0

Damit aber nach (x) 0<a(¢g—q1)=r1-r<a=0<¢—-q <1 = q—q =0
a>0 q—q1€EZ

== 4q4=q.

Dann folgt aber auch gqa +r =b = qa +r1 = ga+ri=1r=nm" q.e.d.



