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11.

a)

(2 + 2 Punkte)

f:R—R?2 gz (z+1,2—1)ist injektiv, aber nicht surjektiv:

ad “injektiv”:

Zu zeigen ist: Vao,y e R: f(z) = fly) = ax =y

Seien also z,y € R und f(z) = f(y) , d.h.
(z+lz-1)=y+ly—1) = (rz+l=y+1)A(z—-1=y—1)

(wegen Definition der Gleichheit von Tupeln)

—cr+l=y+l=2z=y q.e.d.

ad “nicht surjektiv”:

Zu zeigen ist: Iy = (y1,92) ER2Vr €R: (y1,92) =y # f(x) = (z + 1,2 — 1)
d.h. y liegt nicht in der Wertemenge von f. Da aber fiir jedes x € R gilt:
x+1+# x—1, dh. die 1. und 2. Komponente in f(z) immer verschieden sind,
reicht es, y; = y2 zu wahlen:

VyeR : (y,y) # (x+ 1,z —1) = f(z) fir jedes z € R

= VyeR: (y,y) ¢ f(R?) (konkret etwa y = (0,0)).

g:R? — R, (x1,22) — 1 +22 — 1 ist nicht injektiv, aber surjektiv:

ad “nicht injektiv”:

Zu finden sind (21, x2) # (y1,y2) in R?, so daB g(x1,z2) = g(y1,92).
Sieht man sich die Zuordnungsvorschrift an, so gilt:
g(x1,22) = g(y1,y2) = 1+ 12— 1=y1 +y2 — 1 <= 1 + 22 = y1 + Y2,
damit erhélt man zum Beispiel durch die Wahl

Iy = Y2

I2 = W

Gleichheit der Bilder. Nun setze man noch x; # x4, also zum Beispiel:
a=(0,1) und b= (1,0)
und dann gilt: a#b A ga) =1=g(b).
ad “surjektiv”:
Es ist zu zeigen: Vy € R 3 (z1,22) € R?: y = g(a1,22) =21 + 22 — 1
Das ist zum Beispiel erfiillt, wenn man setzt:

=Y

T = 1
Dann gilt: g¢g(y,1)=y+1—-1=y.
Es existieren also sogar unendlich viele Urbilder zu y € R.




12. (2 4 2 Punkte)

a)

Seien f: X — Y und g : Y — X Abbildungen mit go f = idx und fog =idy
gegeben. Dann ist f bijektiv:

Nach dem Tutorium gilt: g o f injektiv = f injektiv

(Zur Erinnerung:  a,b € X : f(a) = f(b) = (g0 f)(a) = g(f(a)) = 9(f(3)) =

= (g0 /)(®) T a=b )

Da hier nun die Abbildung idx natiirlich injektiv ist, folgt damit aus go f = idx,
dal f injektiv ist.

Wieder nach Tutorium gilt:  f o g surjektiv = f surjektiv

(Zur Erinnerung: Zu jedem y € Y gibt es wegen f o g surjektiv ein a € Y mit
(fog)(a) =y. Wéhle also x := g(a) € X. Dann folgt:

f(2) = f(g(a) = (fo 9)(a) = y)

Da die Identitatsabbildung idy nach Vorlesung surjektiv ist, folgt damit aus
fog=idy, dal f surjektiv ist, insgesamt also f bijektiv.

Nach Satz 0.20 der Vorlesung ist aber die Umkehrfunktion durch die Eigenschaften
fof ' =idy und f~'o f =idx schon eindeutig bestimmt, weshalb also g = f~!
gelten muf.

Um zu zeigen, da dieses f eine Umkehrfunktion besitzt, wenden wir Teil a) an und
suchen eine Funktion g : R? — R? mit go f = f 0 g = idge.

Dazu ist zu jedem (y1,v2) € R? ein Paar (z1,22) € R? zu finden mit

(y1,y2) = f(x1,22), d.h ein Urbild zu (y1,y2) unter f, das dann das Bild von
(y1,%2) unter der Umkehrfunktion f~! ist. Es gilt:

(Y1,92) = f(z1,22) = (1 + 22,21 — 1) <= (y1 = 1 +22) A (y2 = 21 — 1).

Es ist also das Gleichungssystem

T + T2 = Y
rn — 1 = y

zu 16sen. Duch Auflésen der zweiten Gleichung nach x1 und Einsetzen in die erste
Gleichung folgt sofort:

rn=ptl=w=yp-c1=y1—(+1)=y1—y—1

Definiere also:

g:R*— R (yry2)— (e + 1Ly —y2—1)

und verifiziere, daf3 dies die gesuchte Umkehrfunktion ist:

Y (y1ae) ER?: (fog)ynae) = fluz+ Ly —yo —1) "=
= (o + 1)+ (1 —y2— 1), (g2 + 1) — 1) = (y1,y2) = idp2(y1, )

und

Def.
Y (1'1,172) € R?: (go f)(:El,:UQ) = g($1 + X2, 11 — 1) =9

=((z1—1)+1,(x1 +22) — (21 — 1) = 1) = (x1, x2) = idg2(x1,22) q.e.d.



13. (4 Punkte) Sei f : X — Y eine Abbildung.

a) VA, BC X: f(AUB) =

Wir verwenden die:

fF(A) U f(B)

Definition: CC X = f(C)={f(¢)|ceC}={yeY |TceC: y=f(c)}
Tautologie: (%) [ 3 = (A(x)V B(z)) ] logisch dquivalent (3 z: A(z))V (I z : B(x))
Dann gilt:
ye f(AUB) 2% JccAUB: y=f(o)
LY JeeX:i(ceAveeB)A(y = f(o)
< dceX:[ceANy=f(c)]V][ceBAy=f(c)]
&L 3eeXi(ceAny=f()]V][IceX: ceBAy=f(c)]
25 (e f(A)V(ye f(B)
Y yefuim)
b) VA BCX: f(ANB)C f(A)N f(B)
ye f(ANB) Bty dce ANB: y= f(c)
L0 JeeX: (ce A)A(ceB)A(y = f(c))
<— JceX: (ce ANy=f(c)) ANlce BAy= f(c))
(xx) = [JceX: (ceANy=f(c)|]AN[TceX: (ce BAy= f(c))]
< [dceA:y=f(¢c)]AN[FceB: y=f(c)]
5 (y e f(A) Ay € f(B))
L0 e f(ANB)

Wie man sieht, ist die Aquivalenzenkette nur an der Stelle () unterbrochen. Das

liegt daran, dafl in der aussagenlogischen Tautologie

3z [A@)ABz)] S22 [ 30

L Alz) ] A

in (% * %) eben nur “=", aber nicht “<=" gilt.

¢) f injektiv <=V A,BC X : f(ANDB) = f(A) N f(B)

[Tz : B(x) ]

Es ist eine Aquivalenz zu beweisen, d.h. “==" und “<=".
)

Zu “=="":
Es sei f injektiv. Wegen Teil (b) ist fiir f(AN B)
Inklusion “D” zu zeigen.

Esseialsoy e f(A)N f(B) =y e f(A) ANy € f(B)
Dk (JaecAd: y=Ffl@)A@beB: y=fb)).
Damit aber gilt y = f(a) und y = f(b) = f(a) = f(b)

Jda€e ANB: y:f(a)D:efﬁyEf(AﬂB).

f injektiv
e

= f(A) N f(B) nur noch die

a=bec ANB—



Zu “==":

Es gelte f(AN B) = f(A) N f(B).

Zu zeigen ist: YV axi,x90 € X ¢ f(x1) = f(x2) = 21 = 22

Seien also z1,z2 € X und f(z1) = f(z2). Wihle A := {x;} und B := {x2};
dann sind

F(A) = {f(a) |a € A= {a1}} = {f(z1)}

f(B) ={f(b) | be B ={wa}} = {f(x2)} (x)

Also:

fz1) = f(x2) € F(A) N f(B) = F(ANB) 2L Jce ANB: f(x1) = f(c),
also insbesondere

dee ANB={xi}N{x}=ce{ni}tAhce{n}=r=c=ux q-e.d.

Alternativ: (ab ((xx)

Wegen f(z1) = f(z2) ist f(A) = f(B) = f(z1) € f(4) = f(A)N[f(B) =
f(AN B). Damit aber ist f(AN B) # (), weshalb wegen f(0) = {f(z) |z €0} =10
folgt: ANB # 0. Also: 3¢ € {x1} N{xe} = 21 = c= a9 q.e.d.
14. Nach Vorlesung gilt: Va,beRVneNy: (a+b)" =3 (})abm* (%)
k=0
a) Sein € Ny; dann gilt:
n n L n—k (*) n
SEDEG) =X (EDE = () ) =
= = =1
1 fir n=0
1 0 fir n>0
b) Sei n € Ng; dann gilt:
=~ (n4+ 1\ p _ ~ (n+1\ i n+2 _ n+2
> ( N >2 = L ]2+ 2 2
k=0 k=0 —92.9k (Z+l 2(n+1)+1
n+1
- Bl
k=0
n+1
distributiv n+1 k (n+1)—k n+2
= 2 2.1 2
> (")

X 3n+1 _ 2n+1)



c) Sein € N; dann gilt:

(7))

geom.Reihe

()

24+ 2 +§:<<Z> +1> 3k

=g+ E

—2+§(<Z> +1) 3k

n n

2+ <Z>3’“ +Y s
k=0 k=0

i<z>3k.1n—k+zﬂ:3k_2

k=0 k=0
3n+1_1
Dt -2
B+1D"+ 31
1
4“+§(3"+1—1)—2
1
4"+§(3”+1—5)

Dabei wurden beim dritten Gleichheitszeichen das Assoziativ- und das Kommuta-

tivgesetz verwendet.

d) Zunichst gilt:

n!

n-(n—1)(n—2)!

n
<k<n: =
V2<k<n (k:) A

n—k)!

Damit folgt fiir alle n € Ny:

~n(n—1)(n-2
Ck(k=1)-(n—2)—(k—2))!  k(k—1) <k:—2>



15.
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a) Ein Pascal-Programm
(* Schnelles Potenzieren *)
program potenz (input,output);
label 99;
var z,k,n,p : integer;
begin
write(’n und k eingeben: ’);
readln(n,k); writeln;
if k<O then
begin
writeln(’Ungeeignete Daten eingegeben!’);
goto 99;
end;
write(n,’”’,k,’ = ?);
p:=1;
repeat
z:=k mod 2;
k:=k div 2;

if z=1 then p:=x*p;
if k<>0 then n:=n*n;
until k=0;
writeln(p); writeln;
99: (* Fehlerausgang *)
end.



b) Die maximale Zahl an Mulmplikationen muss man durchfithren, wenn die k; alle
gleich 1 (1 <4 <m). Umn? (i = 1,...,m) zu berechnen, ist m-maliges Quadrieren
notwendig, also m Multlphkatlonen. Hlnzu kommen noch m Multiplikationen (da
das Produkt aus m + 1 Faktoren besteht). Folglich ist die maximale Zahl der
Multiplikationen 2m.

Fiir 2" < k < 2™+l _ 1 ist an der m + l-sten Stelle ein Bit gesetzt, die anderen
sind beliebig, d.h. wir haben fiir m Stellen noch Freiheiten. Der Aufwand zum
Berechnen von n?" ist immer derselbe, namlich m Multiplikationen. Sind j Bits
auf den Positionen 1,...,m gesetzt, so hat das Produkt j+ 1 Faktoren # 1. Daher
sind in diesem Fall j Multiplikationen zur Auswertung des Produkts notwendig,
insgesamt m+j Multiplikationen. Es gibt (’;L) Zahlen k, in denen auf den Positionen
1,...,m j Bits gesetzt sind. Als Durchschnitt ergibt sich somit

m2™ +m2m 3

()
SOR

=0 N7

Fiir 0 < k < 2™*! 1 ergibt sich durch das gewichtete arithmetische Mittel hieraus,
dass die durchschnittliche Zahl der Multiplikationen

m

> Si0i 3
3’ S (M2 — (m 4 1)27 4 2)
=

m ] 2m+1 o 1
22
=0
betréagt.
Wegen k = 3" k20 (ky, # 0) gilt 2™ < k < 2™ — m < logy(k) < m + 1.

i=0
Also ist 3(m—1) < 2logy(k). Fiir grofie k wird damit die Anzahl der auszufiihren-
den Multiplikation, die mit log, (k) wéchst, sehr viel kleiner sein als k :
Es ist log, (k) < k fiir grofle k.



