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41. (4 Punkte) br diese Aufgabe brauchen wir folgende Aussagen der Vorlesung:
Sei @n)nev €ine besclrankte Folge reeller Zahlen. Dann:

(*) s € R ist Haufungspunkt der Folgea)nen <= (an)nen besitzt eine Teilfolge

. k— oo
(Bn ke Mitan, —— s
(**) limsup(a,) = maxs e R | sHaufungspunkt vonag,)nex}

n—oo
Seien nun im folgenderaf)n«y und On)ne beschankte Folgen reeller Zahlen nag > 0
undb, > O fUr allen € N.

(a) Behauptung: lim sup(a,b,) < limsup(a,) - lim sup(by)

n—oo n—oo n—oo

Beweis:

(an)new Und [On)ner Sind beschiinkte Folgen, also gibt ds,L > 0, so daR3 iir alle
neN : |a) < Kundlby| <L =

lanbn| = lanl byl < K- L = (anbn)ney ist ebenfalls eine besdimkte Folge, besitzt
also nach Vorlesung := lim sup(a,b,) € R.

Nach ¢) oben gibt es alsongioﬁe Teilfolga{bn, )kexr VON @nbn)ner Mit
k— oo

ankbnk —p.
Nun ist @, )ken €ine Teilfolge von&)nen, ist also wie diese besdmkt, besitzt damit
nach dem Satz von Bolzano-Weierstraf3 wieder eine konvergente Teiltp|de,

d.h. es gibts € R mit a,, N S ; insbesondere ist nach)(damits ein Haufungs-
punkt von @,)nen.

Ebenso istlf,, )i €ine Teilfolge von in)ney, ist also besclamkt und besitzt wieder
nach Bolzano-Weierstral3 eine konvergente TeilfotggpypeN mit

p—)OO

b, —teR (o)

nk|p
Da (anklp)peN Teilfolge von @y, )iav ist und Teilfolgen konvergenter Folgen wieder
konvergieren mit demselben Grenzwert, folgt

8, ——s=lim(@,) (o9)
p | 500

Da (anklp . b%)peN Teilfolge von @, by, )ken fOlgt ebenso

p—)OO

Ay, - bnk|p —pP= lli_r)ro]o(ankbnk)

p
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(b)

(©)

Wegen ¢) und (e o) gilt aber auchanklp ~bnk|p st = p=5S-t (#).
Bis hierher haben wir die Voraussetzuag> 0 undb, > 0 nicht benutzt; es gilt also
alles 1ir beliebige beschnkte reelle Zahlenfolgen.

Es gelte nun zudzlich VneN : a,>0Ab, >0 =
VIEN @ a, >0 =, s > 0 und Haufungspunkt vonag)nay

Satz 22c)
YpeN:b, >0 =t > 0 und Haufungspunkt vonl)nex
VkeN :a,b, >0 = p=>0

nk'p dito
L dito
Damit gilt aber wegen:):

n—oo n—oo

lim sup(b,) groter Haufungspunkt vonl)new = 0 <t < limsup(by)

n—oo n—oo

lim sup(a,) grofdter Haufungspunkt vong,)ney = 0 < s< limsup(a,) }
-

limsup(a,b,) = p = s-t < limsup(a,) - lim sup(b,) g.e.d.

n—oo n—oo n—oo

Ein Beispiel fir lim suganb,) < limsup(a,) - lim sup(b,) in Teil (a):

n—oo n—oo n—oo

Definiere:

.| 0 fallsngerade und be = 1 fallsngerade
=11 fallsn ungerade "7 0 fallsnungerade

Dann gilta, - b, = O fir allen e N, d.h. a,b, 2,0 = lim sup(a,b,) =0

n—oo
(Konvergente Folgen haben genau einéufdingspunkt, @amlich den Grenzwert der
Folge).
Andererseits:
YneN ! ay,; =1 = die Teilfolge @zn:1)nan KONvergiert gegen 1(:-;

= 1< limsupa,)

(**) Nn—oo

YneN : by, =1 = die Teilfolge ©.,)n kOnvergiert gegen 1ﬁ>
ﬁ} 1 < limsup(by)

nN—oo

Also folgt:

limsupa,b,) =0 < 1=1-1<limsup(a,) - limsup(b,)

n—oo n—oo n—oo

Wenn die Voraussetzurgg > 0 undb, > 0 nicht erfillt ist, stimmt die Aussage im
allgmeinen nicht mehr.

Betrachte dazu den Beweis ia) (bis zum Punkt#). Bis dahin wurde die Vorausset-
zungubera, undb, nicht benutzt. Es gelte nun

a, <0undb,<O0flralleneN = VneN : a,-b,>0.

Dann:

VIeN :a, <0 =, s < 0 unds Haufungspunkt vona()nen
Satz 22c)

YpeN : b, <0 = t < 0 undt Haufungspunkt vonl,)nen

M p dito

VkeN : a,b, >0 = p=>0

dito
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Damit gilt mit () und da allea,, b, >0 :
lim sup(a,) grof3ter Hhufungspunkt vong,)newn = S < limsup(a,) < 0

n—oo N—oo
lim sup(b,) grofter Haufungspunkt vonl)ney = t < limsupb,) <0
n—oo nN—oo
t <limsup(b,) <0 A s<0 = st>s-limsupb,) >0
n—oo N—oo
s<limsup(@,) <0 A limsupb,) < 0= s-limsupb,) > limsupa,) - limsup(b,) > 0
n—oo Nn—oo N—oo N—oo nN—oo

= st>s-limsupb,) > limsupa,) - limsupb,) =

n—oo n—oo n—oo

lim sup(anbn) = p = st> lim sup(a,by)

n—oo n—oo

Ebenso wie ing) ist in dieser Ungleichung> “maoglich:
Definiere

. _ | -1 fur n gerade _ B e
% =bn = { 0 furn ungerade} = O0=am1=bppy — 0 =

= 0 ist Haufungspunkt vona,)ney und On)nex (=)>
0 <limsup(a,) = limsupb,) <0 = limsupa,) = limsup(b,) =0
n—oo n—oo nN—oo N—oo

Ferner:

_ | 1 far n gerade ~ .
b _{ 0 firn ungerade} = O0=axbpn——1 =

limsup(a,b,) >1>0=0-0=Ilimsupa,) - limsupb,).

n—oo n—oo n—oo

Fallsa,, b, mit beliebigen Vorzeichen versehen sind, ist gar keine allgemeine Aus-
sageliber die relative Lage der lim s(g) und lim sugb,) mehr rmoglich.

n—oo n—oo

42. (4 Punkte) Wir verwenden hier die schon im Tutorium bewiesene Aussage

(5]

(=) D k= (1_XX)2 fur ¥ <1

k=1

Beweis von §):

no +2 n+1
NachUbungsaufgabe tyBlatt 4 giltfirge R, g# 1, ne N : Ziq' = nd (n+ g™ +9

- (q-1y
Ersetze hier nug durchx, so folgt fur die Partialsummenfolg&() .y der ReiheZ:kxk :
k=1

: X2 — (n+ 1)x™1! + x
Sn= ;k% = TR .



Nun gilt nach Vorlesung.Ze) : 1 e Ng, [x| <1 = n'x" 2,0 = die zwei Folgen

Grenzwert-

(nerr, (NXnere sind Nullfolgen ™= " nx"? — (n + 1)x™? 00 =

dito
X2 —(n+ X" + X noeo 0+ X X
s= . (x— 17 @ @a-xg +°¢
= X% + X
(a) Behauptung: (2k — L)X = fur |x <1
; (1-x)?
Beweis:
Dajy <1 = x' N 0 liefert die geometrlsche Reihe:
— xmt 1 1-(1-x X
t”_zx_zx VL 1 X -1- 1—x_l_ 1-x  1-%
n—co X
Ferner nach«) : s, = kak a7

(b)

Also gilt fur die Partialsummenfolges() v der RelheZ(Zk 1)x¢

Sn—Z(Zk 1)xK _sz% Zx =2. Zk)&‘ Zx

n—co X x _2x x(l x)_ X2 + X

2-(1—x)2_1—x_ 1-x2  (1-x2 g.e.d.

:2'Sn_tn

X
(1 - x2)2

Behauptung: kaﬂ“ furalle |x <1
Beweis:

n
Betrachte wieder die Partialsummenfol@ e : Sh = kaz"‘l.

k=1
n
-0 - _ . (k-1 stets e 0= 0
falls x=0 .Sn_Z;k ot %20 0 0= gy
n n x2K 1 n
falls x#0 : S, = kazk-l = Zk~ Z = —Zk- ().
k=1 k=1 X Xk:l
4 n—oo y
Nun gilt nach ¢) farlyl <1 : s, = Zk)% — W und dajx| < 1ist auch
k=1

|x2| < 1; setze also in der Partialsummenfolgesiny := x? ; dann folgt
n

2
_ k 2\k nN—oo X
S ; () T
Also:

2
_ = 2 k n—oo X _ X
E k- (x) o (1 2P = (1= g.e.d.




(c) Behauptung: Z(k D = xe' furalle xeR

Beweis:
In der Vorlesung wurde gezeigt daik fdie Exponentialreihe und albe € R gilt:

i 3 e an 3 -

Also folgt fur die Partlalsummenfolge der zu untersuchenden Reihe:

Xk 1 Xk 1 Xk—
_Z(k 1! Z(k 0 Z RCE k; =
<k-1<n-1
XI n—oo v
|:=:_1X‘ |_| T) X € qed
o XX e
(d) Behauptung: Z i = coshk) fur alle xe R
£4(2K)! 2

Beweis:
Wie |n Te|I (c) gllt

€, = Z " fur alle xe R; also auch
x)K oo
to= Z( S e
k=0
Also:
furk:gerade

2n

eZn”Zn—ZngZ( 1)"kI —Z 1+(—1)k]§:

fur k ungerade

2n XK %2 N
; 2T Z K 2 Z(znl :2;(20! =25 =

= 0<k=2l<2n
k gerade

= S, = (e2n ) —— (ex + e7) = cosh).
Gr(—:égtzzvgert 2

Denn die FolgeG(Zn)neN konvergiert als Teilfolge der Partialsummenfolge der Expo-

nentlalrelheZ— ebenfalls gegea*, ebenso die Folgex,)n« gegere™. g.e.d.
k=0



43. (4 Punkte)

(@)

(b)

(©)

: L ek .
Behauptung: Die Reihe Z@ konvergiert.
k=1

Beweis:
3 kk3 1
Wurzelkriterium: /¢ = \/_ k 3 (da ja nach VLYK -2 1),
Damit gibt esN eletVneN n>N :
|<k3_1<1:> kk3_1<1:>0<kk3<1+1_5__ <1
F 32 F 372 SVx<3727671

Nach Wurzelkriterium liegt also Konvergenz vor.
3

Quotientenkriterium: Dafiralleke N : a = e # 0 ist das Quotientenkriterium

anwendbar und es gilt:

aer| _ (k+1°-3 1 (ke 1) 1( 1P ke 1
a | 3¢l 3 k | 3 k 3

lim sup a;f' =3 <1 = die Reihe konvergiert nach dem Quotientenkriterium.
k— o0

® 1.3
Ohne BeweisE% = 3—83

k
Behauptung: Die RelheZ:2 1) konvergiert.

Beweis:
VkeN : |2+(—1)k|<2+|(—1)k|—2+1—3 =

/2+(1)k \/é i §<1furallek>2:>

. 1)k 3 : : .
= limsup ¢ % i =: g <1 = die Reihe konvergiert nach dem
k— oo
Wurzelkriterium.
2+ (-1 5
Ohne Beweis: Z— =3
Behauptung: Die Reihe konvergiert.
Pting ;k?’ +1 g
Beweis:
1 1 k k 1
Esistfiralle k Cke+1> K —_—< = —_—< ===
sistiuralle ke N +1> :>k3+1<k3:>k3+1<k3 2
Nach Vorlesung ist aber die ReﬂE— konvergent, also liefert das Majorantenkri-
k=1
terium:



k .
VkeN : ] ‘ <ie A ZE konvergiert = Zk3 konvergiert. g.e.d.
(d) Behauptung: Die Reihekzz;k2 1 divergiert.
Beweis:
k 1
2 2 2 i 6 . -
ke+1<2k: & 1<k: < keN,,alsogiltfuralleke N : a1 > K

Nach Vorlesung ist die harmonische Relhg— divergent, sogar eigentlich di-

k=1
vergent d.h. dir die Partlalsummenfolge S0nar  der harmonischen Reihe gilt:

n—oo

S":;E_’m:zzk e

Damit folgt, daf3 auchiir die Partialsummenfolge der Rei@ kZijr 1 gilt:
k=1

1 noo oL
Zk2+1 sz ZZk PH T = :1k2+1n_’°°'

Insbesondere ist die Relhg 2 a dlvergent

44. (4 Punkte)
Behauptung: Firalle ne N mit n>2 und xe R gilt:

XK X\ X2 ||
P S I B I
k=0 n n k=0
Beweis
n k n n k n k
% - (1 + )—() = i' - (E) (l() (Binomische Formel)
k=0 n k=0 k=0 n
Nk n k n_k
X n! X X n! 1
- K kl.(n—k)lﬁ:Zﬁ(l_(n—k)lﬁ)
k=0 k=0 ) k=0 !
n k |
A-Ungl. £ k! (n=K)!-n
. =A
Far den AusdruckA gilt nun:
k Faktoren
| .n=1)---(n- _ _
Azl—L _ _n(n 1)---(n k+1):1_g_n 1.._n k+1:
(n=K)! - Nk kirzen nk n n n



el ot

<1
(da alle Faktorer 1)

Also:
k-1 ]
A=1- Dl(l— ﬁ) .

Andererseits liefert Aufgabe &Bvon Ubunsblatt 4:

Vi<j<k-1<n: 0<1<1=> O>—%> -1, also

SRR R
j=1 j=1
Damit folgt fur A:

A=1- ]_[(1__)<1 (1_1 k(k2 1))_%-k(k—1)

Mit diesem Ergebnis gehen wir Ziok in unsere urspingliche Abschtzung und fahren
bei (x) fort:

IA
|

= — (Summanden= 0 firk=0undk=1)

k+2

_ i ) Zn: X Index = x|
kirzen 2N (k=2)! transf. 2N k!




45. SeiBeN,B>2, leNp, peN, z,...z,,€{0,...,B-1} undfur 0<x<1

X= (022271 Zwp)s = ) 4B mit z., =27 furalle k>1 (4)
k=1

|
Ferner sei 4#) (z1---2)g = Zz B'-' die aus den Zfern z gebildete ganze Zahl zur
i=1

p
BasisB und analog Z.:...Z.p)s = sz BP.
=)
Dann gilt:

(z2---27)8 N (241 Z4p)B
B B(BP — 1)

(a) Behauptung: x=

Beweis:
Es ist in derB-adischen Darstellung

X = szB"_IlmS

n—oo

n
Kk nN—oo

mit (Sp)new die zugeldrige Partialsummenfolge, d.B, = szB‘ — X
k_
Seinunn=1+ N-p furein N € N . Dann folgt:

| 1+Np
Sn = Sunp= ) aB*+ > zB*
p] KT+l
| |
= szB"‘+ Z zB¥ = szB‘k+ Z zB¥
k=1 l+1<k<l+Np k=1 1<k—I<Np
ikl g ok
Jizk- —k pe(+)
d.hk=j+l ZZKB * JZ:;AZ“'B
—_———
N-1 (i+1)p
= Z Zj+kB_I_J
i=0 j=ip+1
Denn:

{1,....,Np={1,....ptU{p+1,....2ptU...U{(N=-Dp+1,...,Np}

d.h. wir teilen die letzte Summe in Pakete zypjSummanden mit den Indizes 1 bis
p, dannp + 1 bis 2p usw. bis schliel3lich — 1)p + 1 bisN p auf und summieren die
Teilsummen der jeweiligen Pakete. Damit folgt:

(i+1)p
Sn = SI+Np— ZZkB_ +Z( Z Zj+kB - J]
i=0 \j=ip+1
- Yaers Z( 5 zj+.B—'—i] -
i=0 \ip+1<j<ip+p



Sh = SI+Np—ZZkB_ +Z( > 7B J)

i=0 \1<j-ip<p
B B'ZZkB_ +Z[ Z 4~ Ip)+lp+IB Rl 'p]
i=0 \1<j-ip<p
ZkBI—k )
setze ; = : —l—p—ip . . . g .
= ——+ Z Z,4ips BT (mit der p-Periodizift (%) ist Z,.ip.
#=1-1p i0 | =1 Y
=241
N

BI
 (@...2)s %
(a4) B ZO: :

N-1
(z1...2)8 ( ° Z,1B” ,1) g-I-(+1p
u

Z.: |Bp u—l- (I+1)p]

1

= +
[
B i=0 =1
———
=4+1.-.. ZI+p)B
geniR (%)
(z...2) _ &
= gt (@ dup)e BT ) BOD
0<v<N-1
_ (Zl.|.3; Z)s N (Z|+1-i3-IZI+p)B ) B-(+Dp
1<y+1<N

setze (z...2)8 (ZI+1---ZI+|0)B N “ip
] B B 'ZB

i=1
N i
— (ZlBIZI)B n (Z|+1~ éIZHp)B . Zl( 1 )

1 N+1
geom. (21 . Z|)B + (ZI+1 cee ZI+p)B ﬁ - (ﬁ)

Reihe BI BI . 1
1= &
Nun gilt:
1 1\" now
B>2undpeN = B">2 =5 — <1 = |—| —0
Bp Bp
Also:

1 l N+1
(Zl--~ZI)B " (Z|+1---Z|+p)B ) ﬁ _(ﬁ) N—oco

B B! 1
1-&

SI+Np =

N—oo (Z]_Z])B " (Z|+1"'Z|+D)B . @
B! B! 1

10

= Zu+l)



Nun gilt:
(Sn)ne konvergiert gegen, d.h. auch die Teilfolge §,np)nay kOnvergiert gegen .
Aufgrund der Eindeutigkeit des Grenzwertaskonvergente Folgen muf3 also gelten:

1
(z1...2)s (Z41---Z4p)B BP
+ .
B B 1 1
o Bp
(.2 @ Zee 1
B! B! BP—1
_ (z1...2)B (ZI+1--~ZI+p)B
= 5t B(B° - 1) g.e.d.
(b) Es seien nuniir beliebig vorgegebema, ...,z €{0,...,B—-1} mit(B=> 2)
undpeN :

Zl+l:---:ZI+p:B_1

. Z... 1
Dann istx = % = (z,...2.1,2+ 1), fallsz <B-1
Beweis:

Nach Teil @) ist

(21 - ZI)B 4 (ZI+1 ce ZI+p)B
B B'(BP - 1)
Nach Definition:

X =

p p
— BP-i _ p-i
(ZI+1 e ZI+p)B (;) ;ZIH B Vor;uss.;(B 1)B

W~

S~—
e

F
=

1 ' geom. _(

(B-1)BP- Zp:B-i = (B-1)BP. Zpl (E)I = (B-1)BP-
i=1

- Reihe

i=1

1 p

1-(=
B 1

27 _ prl1- =

B—-1 «kurzen Bpr

Wi~

= (B-1)BP
= BP-1
In die Formel fir x eingesetzt:

(Zl...Z|)B BP -1 (Zl...Z|)B 1 _ (Zl...Z|)B+1

78 ‘BE-1) B B B

Ist nunl so gevahlt, dall z < B—-1 (sonst vedngere die Periodg), so ist
| 1-1

(z2...2)8 = ZzB"‘ = ZziB"i +zB =

i=1 i=1

11



-1

= (@...2)p+1= ) 2B+ @+ )B=(z,...., 21,2+ 1)s =
i=1 €(0....B-1)

_ (z,...,2-1,2+ 1)

— X B

g.e.d.

12



