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46. (4 Punkte)
Behauptung: Ist (an)navr €ine konvergente und),.r eine beschrankte Folge reeller
Zahlen mita, > 0 undb, > O fUr allen € N, so gilt

lim sup(a,b,) = I|m (an) lim sup(by)

n—oo n—oo

Beweis: (unter Verwendung des Hinweises)

Da nach Vorlesung jede konvergente Folge auch beschrémkst die Folge &,)nar be-
schrankt, und mit Aufgabe (41) von Blatt 9 gilt dann
lim sup(a,by) < limsup(a,) lim sup(b,) = I|m (an) limsupby) ,

n—oo n—oo n—oo n—oo

denn wieder nach Vorlesung gilt fur jede konvergente Falg@ diese genau einen Haufungs-
punkt besitzt, namlich den Grenzwert der Folge. Damitfgiitdie Folge &,)nev

I|m(an) = limsup(a,) = I|m mf(an)

Nn—oo

Um die Gleichheit in der Behauptung nachzuweisen, missenun noch
lim sup(a,b,) > I|m (an) lim sup(b,) zeigen. Zunachst:

N—oo N—oo

YneN : ab,>0 = hmsup(anbn) >0
(denn: Es gibt eine TellfoIgEiagk bn ke der Folge &,bn)ne mMit a, by, — lim sup(anby).

n—oo

Da aberY n e N : a,b, > 0 folgt mit Vorlesung (2)c), daf’ fur den Grenzwert
lim sup(a,b,) gilt: limsup(a,b,) > 0.)

Nn—oco Nn—oco

falls rl}i_r)r;(an) =0 : limsudanb,) > 0=0-limsupb,) = I|m (an) lim sup(by)

Nn—oo n—oo n—oo

falls lim(a,) >0 : ANeNVNn>N : l!im(ak)—an < ‘an—llim(ak) < Ei!im(ak) —
N—oo — 00 —00 —00
1. : .
a, > EIllm(ak) > 0 . Da aber a, — rI]|m(an) > 0 folgt mit VL (2.5)d), daf3
1

ay noe lim (ay)

Nn—oo

Ilmsup(bn)_llmsup((anbn) —) lim sup(a,bn)- nm(aln)—nmsup(anbn) 1 due

n—oo n—oo n—co N— oo I|m (an) multiplizieren

und wieder mit Aufgabe (41):

= I|m(an) limsup(b,) < limsupa,b,) g.e.d.

n—oo n—oco



Alternativer Beweis: (Ohne Verwendung des Hinweises)

Wie oben erhalten wir aus Aufgabe (41)
lim sup(anb,) < limsupay) - limsupb,) = I|m (an) lim sup(by)

Nn—oo N—ooo NnN—oo NnN—oo
Bleibt zu zeigen:
lim sup(a,b,) > lim sup(a,) - lim supb,) = I|m (an) lim sup(b,)

n—oo n—oo n—oo n—oo

Weill I|m sup(bn) ein Haufungspunkt der Folgeé{)nay ist, gibt es eine Teilfolge b, ke

mit bnk k—> limsupb,) >0 .
—00 n—oo

Weil a, — I|m(an) gilt auch fur die Teilfolge &, )ken , dal3a,, — lim(a,) =

n—oo

an b, — I|m(an) limsupb,) =: ¢ = ¢ Haufungspunkt vona(]bn)neN , d.h. es gilt
k—oo n—oco

lim sup(a,b,) = maxx € R | x Haufungspunkt vonauby)ney } = € = I|m (an) lim sup(b,).

N—oo nN—oo

47. (4 Punkte) Seiim Folgenden steis N.

N 1
(a) Behauptung: (—1)"n— konvergiert fur allen € N.

Beweis:

Es handelt sich um eine alternierende Reihe, da fukadl& : %( > 0 . Ferner:

1 n 1 n . . 1 .
- —0 = = V0 = 0, also ist die Folgg— eine Nullfolge.
K koo 2.6a) K koo \n/R ke

Um das Leibnizkriterium fir alternierende Reihen anwende konnen, muf} man

: . 1
noch nachweisen, daf? die Fo(gg—) monoton fallt:
keN

1 1 Monotome [
k + 1 > k — O < k 1 E dern-ten Wurzel k + [ ( '\/R)keN

streng monoton fallend.

Damit sind alle Voraussetzungen fur die Anwendung des nieksiteriums erfullt
und es folgt die Konvergenz der Reihe fir jetles N.

(b) Behauptung: Zni divergiert fur allen € N.
i Vk

Beweis:

Furn=1ist Vk = k. Damitgiltfurallene N :

1<k<kh = 1<vk<Vk=k = Es 1
k™ Jk

Nach Vorlesung ist die harmonische Re@la— bestimmt divergent geger, d.h.

ihre Partialsummenfolges()«: konvergiert gegerno : Zk — 0.

n—oo
k=1

Nach Definition gibt es also zu jedeme R mit ¢> 0 einN € N mit:

2



Yn>N : s, >c = furdie Partialsummenfolge S{)..y der gegebenen Reihe
1
— gilt
n n
Sh= nlz %zcﬁJrallenzN.
k=1 \/R k=1

n—oo

. . . . o~ 1 .
Damit gilt also auchS,, —— oo , insbesondere ist also die REII‘Eﬁ divergent.
k=1

g.e.d.

ok
(c) Behauptung: Z$ ist divergent fiurn = 1 und konvergent fur allen > 2.
k=1
Beweis:

kKl Kk K < . : :
Falls n=1 : ®=1° k = kZ:;@ = kz:l:k divergiert, da die Folge kfjxcx der
Reihenterme keine Nullfolge ist (siehe Vorlesung Folggr(84)).

Falls n> 2 : Verwende das Wurzelkriterium:

kk kk”
VkeN:(/g:(\/_n):(\/_) %<1fUrn22

n n k—oo

Also konvergiert die Folge déeten Wurzeln, weshalb fur den lim sup der Folge gilt:

lim su wk/ k_1 <1 é die Reiheikﬂ konvergiert e.d
k— o0 p nk B n 3.11)) 1 nk g ) q o

48. (4 Punkte)
Sei im Folgenden &)y, die Folge der Fibonacci-Zahlen, d.h.
=0 a4 =1 a,r=au +a furalle ke Ny.

(a) Der Konvergenzradius der PotenzreiEakx" ist R= \/52_ !
k=0

Beweis:
In Aufgabe 2@) wurde fur die Folge &)y, der Fibonacci-Zahlen gezeigt, dal3
lim aiit ! +2\/§. Nun kdonnen wir entweder Satz.{®) der Vorlesung anwenden
m& fur den Konvergenzradilsfolgern:
a_ 1 _ 1 _ 2 _ 2-(\/5—1) :2'(\/5—1)_

im 21 V5+1 V541 (VB+1)-(V5+1) 4

koo By 5

V51
2

oder aber den Konvergenzradius mit dem Quotientenkritedirekt ausrechnen:

falls x=0 : Zakok = a,0° = ap = 0 konvergiert.
k=0
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k+1 1
falls x#0 : [22X 7} _ &1 X + V5 X =
ay X« a koo 2
. Ay, XL 1+ V5
limsu = - X
= M p( X ) 2
Nach dem Quotientenkriterium Vorlesungi3) gilt:
1 . k+1 .
+ V5 -|X = limsup Hr1X <1 = Konvergenz der Reihe

2 k— o0 akxk

1 o kel : :
+ V5 - IX| = liminf B X >1 = Divergenz der Reihe

2 k—co ay Xk
Nun ist
1+ 5 2 V5-1

X<l & X< = und

2 \/5 +1 so. 2

1+ 5 2 V5 -
X >1 & |X > = , also

2 \/5 +1 so 2
IX| < \/52_ — Konvergenz der Reihe
X > \/52_ — Divergenz der Reihe.
Beides zusammen liefert mit der Definition des BégriKonvergenzradius “:

5-1
R= \/_2 e.d.
- : V5-1 1 =
(b) Behauptung: Firallexe R mit [x < > v kz:(;akxk

Beweis:

. . -1 - .
Nach Teil @) gilt: x| < \/52 — Zakx" konvergiert.
k=0

[ n
Seis:= Zakx", d.h. s=lim (Zakxk) ist der Grenzwert der Partialsummenfolge
k=0 k=0

n—oo

(So)nery, der Potenzreihe. Damit folgt aber fur alle> 2

n

n
=0
s, = Zakxk = apX® + a;xt + Zakxk Z"z_l X + Z axk =
k=0 k=2 = 2<k<n

= X + Z a2y X2

O<k-2<n-2
n-2

_ X 4 Zal+2xl+2 _

=0

|:=k-2

n-2 n-2 n-2
= X+ Z(am +a)X*2 = x+ xZa,+1x'+1 + XZZa,x' =
1=0 1=0 1=0

Rekursion



n-2

=  X+X E a X+ X2 E ax =
0<l<n-2 I=0
—
1<l+1<n-1

n-1 n-2
= X+ xZakxk + XZZaka =
ki=l+1
] py

= X+ X S 1+ XS

Nun konvergieren mit der Folge s{nay, auch deren Teilfolgen sf_1)new  und
(Sh-2)ns2 gegen den Summenwest Also:

S=X+X-S+X-8s = S5-S:X-$ ¥ =X = §1l-x-x)) =x furalle [x <R
Damit folgt insbesondere fur allg] < R, dald aucls # 0 , und da furx = 0 gilt
1-x-x2=1-0-0°=1=0, folgt:

1-x-—x*>#0 furalle |x <R

1
Damit gilt s= ——— fur all R .e.d.
amit gilt s T % uralle |x < g.ed

49. (4 Punkte)
(_1)k+1
Lokl . ko .
Nach Vorlesung (Leibnizkriterium) ist diese konvergent dem Grenzwerts := In(2) .

Gegeben sei die Reihgak mit ay =

(a) Behauptung: s= Zak < g
k=1

Beweis:

( )k+1

Fur die Partialsummenfolges{),ay Mit s, = Z —— s giltfur

n—oo

e

—(21-1) 1 _
;(21 1 24) Z 21(21 - 1) ;24(24—1)_

1 1 1
B 2(2—1)+2-2(2-2—1)’“;21(21—1)‘

geraden=2l e N :

Si=9

1 1 1 1
= 2trat laEoD 1t LmeeD

Nun isth{aIIe/leN, A>22 :2121-1)>21(1-1)>0 =

— 221-1) " 20-1

, also folgt:



7 < 1
o= 1_2+;2/1(2/1—1)<

| |
7 1 7 1 1
< 1_2+;21(A—1)‘1_2+§';1(1—1)‘

|
_ 7 1 1 1 telesk_opische . ..
= 373 (rl - ;) = (siehe Losungen zu Aufgabe 19)
.yt ¢ 1 1 10 1
12 2\2 1) 12 4 2 12 2

5

— .e.d.
< 5 q

(b) Behauptung: Die Abbildung o : N — N st bijektiv, wobei fur alle

m € Ny definiert ist:

oBm+1)=4m+1
o(Bm+2)=4m+3
o(Bm+3)=2m+2

Beweis:

Wie man der Definition vor entnehmen kann, gilt fur € {1, 2} :

YmeNy : o(Bm+i)=4m+ (21— 1) (%)

In der Ubungsaufgabe 30 von Blatt 6 wurde die Division mit Rest beleét. Dem-
nach gibt es zu jedenx € N genau einm e Ny und genauein Xr < 3, s0
daB x=3m+r ,d.h.imFaller =0 : x=3m+0=3(m-1)+ 3 eindeutig mit
m-1 € Ny . Also ist die Abbildungr durch die angegebene Vorschrift wohldefiniert.
Um zu zeigen, daB bijektiv ist, miissen wir zeigenr injektiv und surjektiv.

ad injektiv:  Seien nunx,y € N mit o(X) = o(y); ferner seix =3m+i und
y=3u+j mit mueNy undi,je{1,23}.

1.Falt i,j#3. Dann: o(X) = o(y) = o(Bm+i)=0@Bu+ j) D=8f>'

= dnm+2i-1)=4u+2j-1) = dm-pw)=2(-i) = 2m-w)=j-i,
d.h. j—i gerade.

Dabeiistmit j,ie {1,2} : j—ie{-1,0,1} d.h. j—i# -1,1,da-1,1 ungerade
= j-1=0 = j=I.

Damit:

IM+2i-1)=4u+(2-1) = dm=4u = m=u =

= x=3m+i=3u+j=y q.e.d.

2.Fall 0<i<3undj=3. Dann: o(X) =o(y) = o@Bm+i)=0c(3Bu+3) D=ef$

Am+(2i-1)=2u+2 = 2(m-p+i)=2+1=3 b (3ungerade)
Also kann dieser Fall nicht eintreten.



(©)

3.Fall i=j=3,d.h.x=3m+ 3, y=3u+ 3. Dann gilt:

ocX)=0cy) = 3M+3=3u+3 = M=y = x=3M+3=3u+3=Yy
g.e.d.

ad surjektiv:  Sei nun y € N. Zu zeigen ist, dal3 es eirx € N gibt, so dal3
y=0o(x).

Falls y gerade, d.hy =2m firein me N, gilt:

y=2m=2m-1)+2 =" ¢(3(m-1)+3) mit m-1eN,, also:
Xx:=3Mm-1)+3€eN J?]nday = o (X).

Falls y ungerade zerlegggemal Division mit Rest: es gibt eim € Ny und ein

0<r <4, sodally = 4m+r. Dayungerade ist, muld mitdgerade abarungerade
sein, d.h.r € {1, 3}.
ef

Fallsr=1:y=4m+1 het o(3m+ 1); definiere alsox:=3m+ 1€ N
vono

Fallsr=3 : y=4m+3 Ot o(3m+ 2); definiere alsox ;= 3m+ 2 € N.
vono

Damit besitzt jedesy € N ein Urbild x € N. g.e.d.

Behauptung: Die umgeordnete ReiheZag(k) ist konvergent und ihr
5 k=1
Grenzwert ist grol3er alg
Beweis:

Esist

Zao-(k)
k=1

(Ar(1) + Ar2) + Br(3)) + (Bo(a) + Br(s) + Are) + - - -

(83041 + A30+2 + A3043) + (Az141 + Az142 + Az243) + ...

SN SRS S VY A SRS SRR S O
4.0+1 4.0+3 2.0+2) \4-1+1 4-1+3 2-1+2

+( = + t 1 )+

4-2+1 4-2+3 2-2+2

(1+}—})+(}+}—})+(}+i—})+...
3 2 5 7 4 9 11 6

3
Man setze numb, = a,(3,+1) + Ar(3u+2) — Br(3u+3) = Zao'(3;1+ hE

=1
Fur jede naturliche Zah gilt wieder mit Division mit Rest: Es gibt eindeutig be-
stimmte me Ny und 0<r <3, sodalin=3m+r.

n
Fur die PartialsummenfolgeX{)..x der umgeordneten Reihe, d.ix, = Za(,(k)

. k=1
gilt dann:



3m+r 3m

X = Zao-(k) = Za(r(k) + Zr:aa(3m+j)
k=1 k=1 j=1

= (Ar30+1) T r(30+2) + 8r30+3) + (Br(31+1) + Br(3142) + Ar(3143)) + - - -
r
oo+ (BeEme1r1) T Q@ m-1)+2) T Br@Em-1)+3) + Zao'(3m+ i
=1

Def.

r
= bo+bi+...+bn+ -
derb, 0 1 m jz_llaa@mﬂ)

= ibﬂ + Zr:aa(?smﬂ)
=0

j=1

Wegen der Konvergenz der ReihEak ist die Folge &)kan eine Nullfolge.
kel

Nun gilt fur m — oo : = —;—>O
g . . .arr(3m+1) = d4ms1 = M+ 1 mow ,
da @um:1)men eine Teilfolge von & )kay -

Ebenso folgt:

—— 0, d.h. fur jedesr € {0, 1, 2} qilt

Ay (3m+2) = Qume3 = — AN+ 3 mom

r
A(am+j) —— 0
— m—oo

Wenn also die ReiheZbﬂ konvergiert, d.h dessen Partialsummenfolg,) e,
u=0

m
mit Bm = Zbﬂ gegen einB € R konvergiert, so gilt auch

=0
Smﬁr m r
Yamer = Zag(k) = Zbﬂ + Zag(g,mj) mﬁ fur jedesr € {0,1,2} .
k=1 u=0 j=1

Dajedesn e N dargestellt werden kann als= 3m+r mit0 <r < 3 und natirlich

fir n - co auchm — oo folgt ¥, —— B, d.h. Za(,(k) = > Db,

Nn—oo
k=1 u=0

Wir brauchen also nur die Reihgbﬂ zu untersuchen.

p=1
Nun gilt furalle u > 1 :
1 1 1 1 1
b, = + - > + - =
du+1 Au+3 2u+2 41443 4u+3 4u+3 2u+2
2 1 22u+2)-(4u+3) 4u+d4-4u-3

:4ﬂ+312,1+2‘ Qu+3)(2u+2)  (Gu+3)(2u+2)

TR T R




Andererseits ist
b:1+1—1 4ﬂ+i>4# i+i_1:£_l
UAu+1 4u+3 2u+2 a4 Au by 2u+2 Ay 2u+2
1 1 (u+2)-2u
T2 2u+2 2u(u+2)
1 1
T W20t 2) wrw 2
Insgesamt also gilt fur alle: > 1 :

1 Majoranten- . . > .
O<b,<— = dieReihe Zbﬂ konvergiert
M kriterium =y

o v 1 . .
(denn nach Vorlesung ist die RelhEp konvergent, also eine Majorante
k=1

fur ibﬂ ).
1=0

Fur den Grenzwerps = Zbﬂ gilt dann:

u=0

Zb#:bo+2bﬂb>>obo:1+§—§:

1=0 p=1

g.e.d.

ol
|
olw
ol o

50. Sei &)k, die Fibonacci-Folge aus Aufgabe 48 und

f T R>R; x— ihre erzeugende Funktion.

1-x-—x2

(a) Behauptung: Fur die Partialbruchentwicklung vangilt fur alle x e R :

1+ 5 1-+5

fg= Lt 25 2%

1-x-x2 1+ V5 1- 5
1- > X 1- > - X

Beweis:

Zunachst untersuchen wir den Nenner X- x? auf Nullstellen, um ihn gemafR dem
Satz von Vieta in ein Produkt zu zerlegen:

2
1—x—x2:—(x2+x—1):—(x2+2-}x+——}—1):—((x+}) —§):

el

Wir fuhren folgende Abkirzungen ein:

1+ V5
= und

Ag .




Fur diese beiden Grol3en gelten zudem die Relationen:
+A=1
(*) { l—2= 5
Adp- Ay =-1
(siehe Aufgabe 29; einfaches Nachrechnen).
Somit konnen wir schreiben:
1-X=X=—-(X=A)(X=22) =1 - (A1 + L)X+ 11X = (1= 213X) - (1 = ,X)
Damit machen wir den Ansatz:

1—X1—X2:1—':1-x+1—/12.x fur geeigneteA,Be R .
Also gilt:
! i3 A B A (Q1-4XY+B-(1-4;1X)
1-x-x2 1—/11-X+l—/12-x_ (1119 - (1 - %) =
(A+ B) - (A1, + BAy) -
1-x-x°

Ein Koeffizientenvergleich liefert nun die Bedingungen Riund B:

A+B =1
A/12+B/11:O
Wegen B = 1- A, eingesetztin die zweite Gleichung, folgt:
A+ (1= A =0 = A (- 1)) = -1 = A= L
~—— \/5
=— 5 nach §)
N 1+ V5
Bo{ A M T _2V6-(1++V5) VB5-1 4,
V5 V5 25 25 V5
Damit folgt fur die Partialbruchzerlegung:
_t At A1
1-X-X 5 1-21-X 5 1-1-X
A 1 A !
V5 1+ V5 V5 1- 5
1- - X 1-
2 2
_1+45 1 _1-+5 1
25 1+ V5 25 1- 5
1- > - X 1- 5 - X

10



k+1 k+l
(b) Behauptung: VY keNp : a = % [(1 +2\/§) N (1 _2\/5) )

Beweis:
Wir haben in Teil &) gesehen, dal fur all@e e R mit x ¢ {11, 25} gilt:
1 A1 1 A2 1

-4 - 2z ___ - ()
1-x=x2 5 1-21-x 65 1-1-X

. 5-1
Wenn nun zusatzlichx < R= \/_2 = —1,, so folgt:

IX| < =1 = |[A1X] < =A145 (:) 1 und

— 1) — - I
|/12X|<(/12)2=(\/§4 7 _8 j\/§:3 2\@{1

3-V6<2 < 1< 5, unddasistwahr.

—

Fur |x < R istalso sowohl|1;X < 1 als auch|1,x < 1 , weshalb mit Hilfe der
geometrischen Reihe folgt:

1 _ N k _ N kK
1_/11X_kz_;(/llx) _ch;/llx und

1 (o) (9]
_ LX) = 3 akyk
T = 2 kz(; 5

k=0

1

Nun benutzen wir die Darstellung aus:) fur die Grenzfunktionf (x) = [~

der PotenzreiheZ:akxk im Konvergenzintervall ¥ — R, x+ R[ ;

- - k=0
damit gilt:
- 1
ak)(k = —2 =
ch; 1-Xx-X
. A A 1
B \/5 1- 41X \/5 1- Ax
A1 N kK 2 N kK
= AN S |
Vel ey
beide Reihen - i Kok ﬁ k
konvzrgent ;( \/5/1le \/5/1sz
_ i/lljl(_+l_/l|§+1xk
@ V5

Fuhren wir nun einen Kd&zientenvergleich durch, so sieht man:

/1|(+1 _ /lk+1 l 1 k+1 1 _ k+1
ke, = 2 _[ *V?’) _( @)

V5 vB(l 2 2
g.e.d.
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