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16. (4 Punkte)
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¢) Behauptung: FirgeR, ¢ # 1 und n € N gilt:
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Beweis:

Zunichst ist firallei e N: i-¢" =(1+14+---+1)-¢" = (> )¢ distr. ¢ =
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denn die mittlere Summe lduft iiber alle Zahlenpaare (i,7) mit ¢ und j zwischen
1 und n, wobei immer j < ¢ erfiillt sein muf. Halt man dabei zunéchst ¢ fest
(1 <i <mn) und durchlduft fiir dieseS i das zugehorige j von 1 bis 4, so erhélt man
die linke Summe; hilt man dagegen zunéchst j fest und durchléuft zu diesem j das
zugehorige ¢ von j bis n, so bekommt man die rechte Summe. In beiden Féllen wer-
den jeweils alle in Frage kommenden Zahlenpaare (i, j) genau einmal durchlaufen,
in anderer Reihenfolge. Das aber ist aufgrund des Kommutativgesetzes irrelevant.
Nun gilt:
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17. (4 Punkte)
() min(a,b) = 5(a+b—la—1|)
Hier ist fiir a,b € R zu zeigen: (b) min(a,b) < 5(a+b) < max(a,b)
(¢) max(—a,—b) = —min(a,b)

Nl
—~~

Wir verwenden die Definitionen:

afira>b ) [ bfira>b - afira>0
max(“’b>_{ bfiira<b}und mm(“’b)_{ afijra<b}und |“_{ —afiira<0}

sowie die eingschligigen Rechenregeln fiir die Anordnung wie (z,y,a € R):
z>yANa>0= ax > ay

r>yNa>0= azr > ay

z>yYNa< 0= ax < ay

z>2yNa< 0= azr < ay

r>yNa€ER=a+z>a+y

r>yhNaceER=a+x>a+y usw.

Gemaf3 der sogenannten Trichotomie, nach der fiir jede reelle Zahl a genau eine der
Bedingungen a>0 V a=0 V —a>0 gilt, machen wir hier eine Fallunter-
scheidung nach a—0>0 V a—b<0 ,daes hier ja nur um die relative Lage
von a und b geht (siehe Definition | - |, max und min).



Also:
1.Fal: a—-b>0<=a>b<= —a< —-b<= —b> —a (mit obigen Rechenregeln)

max(a, b) =a
Dann gilt nach obigen Definitionen: min(a, b) = b
"] max(—a,—b) = —b
|a — b =a—-0»
also
ina): Sa+b—la—b))=%1a+b—(a—0)) = %-Qb:bszo in(a,b)
inb): min(a,b)=b=2(b+b) = i(a+b) < 3I(a+a)=a=max(a,b)
da b<a da b<a
= min(a,b) < 3(a+ b) < max(a,b)
inc): max(—a,—b) = —b= —min(a,b)

2Fall: a—-b<0<=a<b<—= —a>-b<— —b< —a

max(a, b) =0
Wieder mit den Definitionen: min(a, b) - ¢
max(—a,—b) = —a
|a — b = —(a—b)=b—a
also
ina): S(a+b—la—b))=2%(a+b—(b—a)) =3 2a=a= min(a,b)
inb): min(a,b)=a=1%(a+a) < , T(a+b) WS 2(b+b) = b=max(a,b)
aa<
= min(a,b) < 3(a+b) < max(a,b)
inc): max(—a,—b) SO g =— min(a, b)
q.e.d.

18. (2 + 2 Punkte)

a) Fiir n € Nund a; € R mit —1 < a; < 0 fiir alle 1 < k < n ist mit vollstandiger
Induktion zu zeigen:

n
T[T+ ar) >1+Zak
k=1 k=1
Also ist zu zeigen:
n n
VneN: [(Vai,...,a, €ER: —1§ak§0fﬁrallelSkgn:>H(1+ak)21+Zak
k=1 k=1

Induktionsanfang: n = 1
Se1 —1<ak<0furalle1<k<1 dhn—k—l Dann folgt

H( +a1)—1—|—a1—1+z k>1+zak
k=1 k=1 k=1



Induktionsschritt n —n+1 :
Induktionsvoraussetzung:  Fiir ein n € N gelte:

Vb, by €R: Ist =1 < b <0 fiir 1 <k <m,sofolgt: [J(1+bx) =14 by
k=1 k=1

Seien nun arg, . ..an,ap+1 € R mit —1 <ap <O firalle 1 <k <k+1.
n+1 n+1
Zu zeigen ist: H (14ar) >14 > a.
k=1
Da nun ay, .. an die Bedingung —1 < aj < 0 erfiillen, liefert die Induktionsvor-

aussetzung:
n n
[[A+a) 214> ar (%)

k=1 k=1
Nun ist apy1 > —1 = 1+ an+1 > 0 ; nach einer Rechenregel der Vorlesung darf

man also die Gleichung (%) mit 1 4 a,4+1 durchmultiplizieren und man erhélt:

n+1

n n
H(l-i-ak) = 14+ anpy) - H 1+ag) > (14 ans1) <1+Zak>
k=1 k=1
distr.
= 1+Zak+an+l+an+l' Zak
k=1

k=1
n+1 n
= 1+Zak+an+1~<2ak>
= = \=
<0
n+1

i 1—1—2%—1—0
= l—i-Zak
k=1

< < >
denn nach Vorlesung gilt: { r<0Ay<0 = oy =0 } (k)

< 0ANy<0 = z2y>0

b) Hier ist fiir n = 2 ein Beispiel dafiir zu finden, daf} die Ungleichung aus a) verletzt
ist, wenn man lediglich a; > —1 und as > —1 voraussetzt.
Nun gilt aber nach (*x*) in a): a1 > 0und a2 < 0 = ajas < 0.

Wahlt man also 0 < a1 und —1 < ag < 0, so folgt:

2 2
H(l—l—ak) = (1+a1)(1—|—a2) =l4a1+ast+aiaa<l4+a;+ay=1+ Z ag.
k=1 k=1
Ein konkretes Beispiel ist % =: a1 und —% =:a9.



19. (4 Punkte) Es ist die Pascalsche Identitét zu zeigen:

k—1

sp(n) = %ﬂ ((n TR DL go (*+h) j(n)> (k €Ny, neN)

Z'k

M=

wobel si(n) = wie in der Vorlesung definiert.
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Dabei war zu verwenden: Y ((i 4+ 1)F — iF+1) = (n + 1)k — 1.
i=1

Beweisen wir zunéchst den Hinweis:
Fiir beliebig gewéhlte xz; € R, ¢ € N gilt:

n
Z($i+1 — ) = Tpy1 — T1 (teleskopische Summe)
i=1
Beweis
- 13)(7T) -
REIRSILEILIS SR o
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n+1 n
= > mp—Y w4 (da 1<i<n<=2<it+l<n+1)
i+1=2 i=1
n+1 n

l:::i+1 Z T — Z CCz‘
=2 i=1
n n
= (Z z +$n+1> - <$1 +Zﬂcz>
1=2 i=2

= Tn+1 — 21
Damit aber folgt der Hinweis:

Setze x; == 1%, 1<i<n=—

n

En: <(i + )M - ikH) = > (@ip1— )

=1 =1
= Tn41 —T1
— (n + 1)k+1 _ 1k2+1
— (TL 4 1)k+1 -1



Zum Beweis der Pascalschen Identitéat:
k+1

Nach dem Binomischen Lehrsatz ist V& € Ng: (i + 1)1 =3 (kjl)zj =
=0

n
(n 4 1)k+1 -1 Hugvels Z ((Z + 1)k+1 _ 2k‘+1>

i=1
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1
(n+DF =152 (*1)s5(n) =
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k+1 h—1
k+1 k41
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Damit folgt die Behauptung:

1 k+1 AL _
e ((n—i— DL —1— 3 ( i )sj(n)) = si(n) q.e.d.



20.

a) Zu zeigen ist fiir die Multinomialkoeffizienten

n B n! _(n n— ki n—*ky—- - —kji_o
ki,....k) Eki'---k! o \ky ko ki1

(sieche Aufgabe 10)) mit n € N, [ > 2, ky,...k € Nound k1 + ko + ...k = n die
Behauptung:

Der Multinomialkoeffizient (k1,.7.l.,kz) = kl'ni'kl' gibt an, wieviele n-Tupel aus [
paarweise verschiedenen Elementen 1, x2,...x; gebildet werden kénnen, wenn je-
des z; genau k;-fach in dem n-Tupel auftreten soll.

Sei M diese Anzahl.

Das Element x; soll gerade ki-fach im n-Tupel (y1,y2, ..., yn) vorkommen (mit
y; € {z1,...,2}). Das kann an k; verschiedenen Stellen {j1,...,jr, } € {1,2,...,n}
geschehen; jede dieser Belegungen entspricht einer Verteilung von x; an k; ver-
schiedene Positionen, und dies entspricht den Moglichkeiten, Teilmengen vom Um-
fang k1 in {1,2,...,n} zu bilden - diese enthalten dann die Stellen, an die die z

verteilt werden sollen. Nach Vorlesung 0.14 ¢) gibt es (,?1 ) solche Teilmengen in

{1,2,...,n}.

Nun ist das Element x; auf ki Positionen verteilt, und es bleiben n — ki Positio-
nen iibrig. Zu jeder dieser Verteilungen wird nun nach demselben Verfahren das
Element x5 auf die n — kq restlichen Positionen verteilt, und zwar ks-mal. Analog

obiger Ausfiihrung gibt es dafiir (";2]“) Moglichkeiten. Fahrt man so fort, so hat
das Element x;, das k;-mal auftreten soll, noch n — k1 — ... — k;_1 freie Plitze, d.h
es gibt (”_kl_,%’i'_kifl) Verteilungen dafiir, insgesamt also

M = (,?1) . (n;fl) e (nfkll;:;kl*) Moglichkeiten.

Alternativ:

Man stelle sich vor, das Element xz;, das im n-Tupel (yi,...,y,) (wobei jeweils
yj € {z1,22,...,21}) ki-fach vorkommen soll, wére tatséchlich k;-fach vorhanden,
und zwar unterscheidbar: wz(-l) = $§2) == xgki) =z; (1 < i <1). Dann enthilt

A= {ajgl), .. ,:ngl),xgl), .. .,xl(l), .. .,:L‘l(kl)} gerade ki + kg + - - - + k; = n Elemen-
te. Nun werden aus den Elementen von A n-Tupel gebildet. Davon gibt es nach
Vorlesung 0.14 b) gerade n! Stiick. In jedem dieser n-Tupel tritt das Element x; in
der Gestalt der a:flj )(1 < j < k;) ki-mal auf, aber de facto ununterscheidbar. Sind
die Stellen des Auftretens ji,...,j% € {1,2,...,n}, so konnen die Elemente ml(y)
auf diesen Positionen permutieren, und jede dieser Permutationen liefert wegen der
Ununterscheidbarkeit dasselbe Ergebnis; wieder nach Satz 0.14 b) gibt es k;! sol-
che Permutationen. Damit gilt, dafl jede der Belegungen k1!ks! ... k;! verschiedene
Realisierungen, d.h ununterscheidbare Verteilungen der Objekte x1, ..., x; auf ihre
jeweiligen Positionen besitzt, und damit werden alle n-Tupel der gewiinschten Art

. |
erhalten. Also ist M - kilko!.. k! =n! = M = m



b) Zu zeigen ist firr [,n € N und x1,...,2; € R:

l n
_ n k k
() =, B o
i=1 /€1+..

.—i—k:l:n,
ki,...,k € Ny

1 n

Durch Ausmultiplizieren des n-fachen Produkts (Z xz> erhdlt man {" Summan-
i=1
den der Gestalt zq - z3 - - - 2z, wobei z; € {x1,...2;}. Zu jedem dieser n-Tupel gibt
es auch einen Summanden (wobei man die Reihenfolge der Faktoren z; in den Pro-
dukten unverédndert ld8t, also gleiche Terme nicht zusammenfafit). Nun sammelt
man die gleichen Faktoren, ordnet sie in der Form & = x’flxé” e xfl, und zdhlt,
wie oft zu festen k;,1 < ¢ < [, das Produkt £ auftritt, wobei eben die Faktoren
x; jeweils k;-fach verteilt im n-Tupel (z1, ..., z,) auftreten und jede dieser Vertei-
lungen dasselbe Produkt £ liefert. Natiirlich ist dabei k1 + --- 4+ k; = n, da jeder
Summand n Faktoren besitzt. Nun gibt es nach Aufgabenteil a) gerade (kl,.T.L.,kl)
Moglichkeiten, ein solches Produkt zu bilden - jede dieser Moglichkeiten tritt als
Summand auf, d.h zu jedem (ki,ks,..., k) € {0,1,....,n} mit ky +---+k =n
tritt das Produkt w'fl x§2 e x;” gerade (kln kz) mal auf. Also folgt die Behauptung
des Multinomialsatzes.

c) Firn=2:
I € N ist beliebig, d.h. die Bedingung k1 + - - - 4+ k; = 2 erzwingt fiir k; > 0, daf alle
k; € {0,1,2} liegen. Es gibt also die Félle:

e Bink; =2=Fk; =0fiiralle 1 <j <1, j#1. Also ist

2 B 2! 1
0,...,k;...0) 0l...21...00

o Iiir genau 2 der k, gilt k; =1 = k;, 7 # j, alle anderen k,, = 0. Dann ist

2 21
= = 2
<0,...0,1,0,...0,1,0,...0) 0---0l-11-0l---0!-1!-01---0!
Damit lautet der Multinomialsatz
! 2 I l I
I S S SLIEY 3p o
i=1 i=1 1<i<j<l i=1 i=1 j=it1

Man beachte, dafl die Faktoren im Multinomialsatz nach Indizes geordnet auftre-
ten, d.h. im Produkt x1 vor xo, xo vor xg usw. steht.



Fiir n=3:
Wieder ist [ € N beliebig, also k1 4+ --- + k; = 3 erfordert 0 < k; < 3 fiir alle

1 <1 <. Es gibt also die Félle:
e Eink; =3=Fk; =0fiiralle 1 <j <1, j#i. Alsoist

3 B 3! .
0,...,k;...0) 0l...3l...00

e Ein k; = 2, ein weiteres k; = 1 mit ¢ # j. Alle anderen k,, = 0. Also ist

3 B 3 _ 3! 6
0...0,1,...0,2,0,...0/ ~ \0...0,2,...0,1,0,...0) — (on!~2.21-11 2

l
e Kein k; > 2, d.h alle k; < 1. Damit gibt es wegen »_ k; = 3 genau 3 Indizes

=1
1<i<j<m<l,sodal k; =k =k, =1, alle anderen k, = 0. Also ist
3 B 3!
0,...,1,0,...,1,0,...1,0,...0) — (on}=3 .11

Damit lautet der Multinomialsatz fiir n = 3:

Z x?:cj +3- Z xlx? +6- Z TiTjTm

I 3 !
g | = E 3+ 3.
i=1 i=1 1<i<j<l 1<i<j<l 1<i<j<m<l

Falls [ = 2 ist die letzte Summe leer, d.h liefert den Wert 0.
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